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Sie haben 90 Minuten Zeit zum Bearbeiten der Klausur.

Tragen Sie bitte zunédchst Thren Namen, [hren Vornamen und Thre Matrikelnummer in
DRUCKSCHRIFT in die folgenden jeweils dafiir vorgesehenen Felder ein.

Diese Daten werden gespeichert.

Name:

Vorname:

Matr.-Nr.:

Studieng.: |AI|CS|ET |GES|IN |IO | VT

Sie diirfen einen handschriftlich beschriebenen DIN-A4 Zettel verwenden. Als weiteres
(technisches) Hilfsmittel ist ein IThnen zur Verfiigung gestellter Rechner erlaubt. Alles
andere ist ausdriicklich ausgeschlossen.

Ich bin dariiber belehrt worden, dass die von mir zu erbringende Priifungsleistung nur
dann als Priifungsleistung bewertet wird, wenn die Nachpriifung durch das Zentrale Prii-
fungsamt der TUHH meine offizielle Zulassung vor Beginn der Priifung ergibt.

(Unterschrift)

Es werden insgesamt 36 Punkte (6 ECTS) bzw. 24 Punkte (4 ECTS) vergeben.

User-Login:  Benutzername 1 | Passwort: Passwortl

Aufgabe | Punkte

G| N




Aufgabe 1: (445 Punkte)

(a) Berechnen Sie die absolute und relative Kondition der Funktion(sauswertung) von

f:(0,00) = R, f(z) :==log(z).
Wie verhalten sich die Konditionszahlen fiir grofe z?

(b) Geben Sie die grofte Zahl § > 0 an, so dass in MATLAB (double precision Gleitkomma-
Arithmetik mit symmetrischem Runden)

8+ 0 ==28.

(¢) MATLAB-Aufgabe: Betrachten Sie fiir n € N das folgende bestimmte Integral
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und I; :=1— 1 - log(3).

(i) Implementieren Sie im dafiir vorgesehenen m-file die Berechnung von Iy mit-
tels der Vorwartsiteration:

1
L =1-="-log(3), I, =

T4 n=2:20
2 L T

S|
DO | —

(ii) Implementieren Sie im dafiir vorgesehenen m-file die Berechnung von Iy mit-
tels der Riickwértsiteration:

1
Lo = 0.0165, I, | = 2- (— —In>, n=40:—1:21

n

(iii) Geben Sie die berechneten Werte von Iy aus (i) und (i) an und vergleichen
Sie diese mit dem durch I_20 = integral(@(x) (x."20)./(x+0.5),0,1) be-
rechneten Wert. Erklaren Sie Thre Beobachtung.

Loésungshinweis:
(a) ko =|f"(z) = |%| und &, = % = logl(m) . (1 Punkt) Im Grenzwert fiir grofke z,

werden beide Konditionszahlen klein. (1 Punkt)

(b) Sei ey = 2752 die Maschinengenauigkeit. Im Intervall [8,16] betrigt der Abstand
zwischen zwei Gleitkommazahlen 8¢,,. (0.5 Punkte) Der grofte Fehler ist somit nach
symmetrischem Runden 4e,; = 2759, (0.5 Punkte)

8+4*eps==8 (1 Punkt)

(c) MATLAB-Aufgabe:



(iii) Es gilt:
(i) Iop = 0.0328 (i) Ing = —27.9123  (iii) Iy = 0.0328

Bezeichne I,, den numerisch berechneten Wert von I, mittels (i) und AI, :=
|I, — I,| den Fehler. Dann gilt fiir n > 2
1 1 1 1

Aln: |Z1_]n| = ﬁ_gfn—l_ﬁ—i_ﬁln—l -

1~ 1
|l — 11| = =AIL,_
2! 1 1 2 1
und damit (per Induktion) fiir 0 <k <n—1

1

Al = o

AV
Im Fall (i) der Vorwértsiteration bedeutet dies (n = 20, k =n — 1 = 19), dass
der Anfangsfehler Al; durch den Faktor 2% < 1 reduziert wird und im Fall
(ii) der Riickwértsiteration (n = 40, k = 20), dass der Anfangsfehler Al,, mit
dem Faktor 22° > 1 verstiirkt wird. (1 Punkt)



Aufgabe 2: (5 Punkte)

Sei f: R — R, f(x) = 2°—1. Angenommen Sie mochten diese Funktion an den Stiitzstellen
x9 = —1,21 = 0,29 = 1 interpolieren.

(a) Geben Sie eine begriindete Schranke fiir den Fehler |f(x) — pa(x)| des Interpolati-
onspolynoms p, an der Stelle x = 0.5 an.

(b) Berechnen Sie das Interpolationspolynom ps in Lagrange-Darstellung per Hand.

Losungshinweis:

(a) In dem Beispiel ist n = 2. Fiir den Fehler gilt laut Vorlesung (Satz 6), dass £ € [—1, 1]
existiert mit

fl//(f)
3!

f(x) —po(x) = (x — x)(z — 1) (T — x2). (1 Punkt)

Fiir 2 = 0.5 gilt £ (5) =1 und (z —29)(z — 21)(z — 22) = —2. (1 Punkt) Das heift

OOICO

|f(z) = p2()] < (0.5 Punkte)

(b) Die Daten zu den Stiitzstellen sind yo = —2,y; = —1,92 = 0. Da yo = 0, brauchen
wir das Lagrange-Basispolynom /¢5 nicht zu berechnen. (0.5 Punkte) Die anderen
beiden Basispolynome errechnen sich zu

(x —x1)(x — 29) 1
ly(x) = (oo —21) (70 —12) QI(ZE - 1), (0.5 Punkte)
x (= 20)(x — 7o) x x — unkte
l(z) = (1 — 20) (21 = $2) —(z+ 1)( 1). (0.5 Punkte)
Das heifit

po(r) = yolo(z) + yrli(z) =2 — 1. (1 Punkt)



Aufgabe 3: (5 Punkte)
Betrachten Sie den Integranden

f:(0,00) = (0,00), f(x)=—

und das bestimmte Integral

[ sy )

(a) Bestimmen Sie (2) numerisch mit der Mittelpunktsregel.
(b) Geben Sie eine begriindete Schranke fiir den Fehler an.

(c) Sei H = (3—1)/m =2/m fiir m € N. Schreiben Sie die zusammengesetzte Mittel-
punktsregel hin. Wie viele Funktionsauswertungen bendtigt diese?

(d) Wie klein muss man H wihlen, um zu garantieren, dass die zusammengesetzte
Mittelpunktsregel einen Fehler kleiner als e = 107° hat?

Losungshinweis:

Sei I[f] := fff(x)d:z: =2unda=1,b=3m=%2 =2 Esgilt f € C>(0,00) und

fa)= -2 ) =
(a) I[f] = (b—a)f(m)=2-3 =3 (1 Punkt)
(b)
[ (10 = mla)as| < = C5 2 mac 779 = ;-6=2 (1 Punky

(c) Die zusammengesetzte Mittelpunktsregel ist gegeben durch

m—1

Mpyf=H Z f(z) (0.5 Punkte)
k=0

mit x, = a+ %(Zk—i— 1)H fiir 0 < k < m—1 und benétigt m Funktionsauswertungen.
(0.5 Punkte)

(d) Fiir den Fehler gilt

b— 1
< CH? max |f"(€)| = —H?-6 < (1 Punkt)

b
dr — M
/a flw)de =My f) < == H" max 12

Das heift

H<V2=+v2-10"% (1 Punkt)



Aufgabe 4: (5+3 Punkte)
Fiir die Funktion

00,1 = [0,1], f(z)=a*

betrachten Sie die Fixpunktiteration

Tpy1 = f(xn)

fiirn € No.

(a) Wie viele Fixpunkte hat die Funktion auf [0, 1]?

(b) Begriinden Sie, ob f eine Kontraktion auf [0, 1] ist.

(c) Welcher der beiden Fixpunkte wird in Abhéngigkeit eines Startwerts xy € (0,1)

(d)
(e)

approximiert? Begriinden Sie.
Wird der Fixpunkt monoton oder alternierend approximiert?

MATLAB-Aufgabe: Implementieren Sie im dafiir vorgesehenen m-file die Fixpunk-
titeration und geben Sie den berechneten Wert fiir x5 mit Startwert xq = 0.5 an.

Losungshinweis:

()
(b)

(d)
(e)

Es gibt zwei, bei x = 0 und « = 1. (1 Punkt)

Wenn f eine Kontraktion wire, darf es laut Banachschem Fixpunktsatz nur genau
einen Fixpunkt geben. Also kann f keine Kontraktion auf [0, 1] sein. Man kann dies
auch anders zeigen. Fiir x = 1 und y = 0 gilt

fle)=fly)=1-0=2—y.

Das heifst, die Kontraktionskonstante erfiillt L > 1 und somit kann f keine Kon-
traktion sein. (1 Punkt)

Fir z € (0,1] gilt f'(z) = 327%% Da [f'(1)] = 1 < 1, ist der Fixpunkt z = 1
attraktiv. Die Fixpunktiteration konvergiert daher fiir zp nahe x = 1 gegen diesen.
(1 Punkt) Fiir 2 — 0, wird die Ableitung betragsmiikig grok. Fiir z < 4™%3 wird
der Betrag der Ableitung |f'(x)| grofer als 1. Dieser Fixpunkt ist also repulsiv und
fiir keinen Startwert xo € (0,1) ist die Iteration gegen diesen konvergent. (1 Punkt)

Da 0 < f'(1) = < 1, wird der Fixpunkt monoton approximiert. (1 Punkt)

x5 = 0.9993



Aufgabe 5: (5+4 Punkte)

Sei
4 -4 8
A=|-4 5 -8
8 -8 17

a) Berechnen Sie die LU-Zerlegung von A per Hand (ohne Pivotisierung).
b

(c

(d) MATLAB-Aufgabe: Schreiben Sie im dafiir vorgesehenen m-file einen Algorith-
mus, der eine Matrix auf Durchfiihrbarkeit der Cholesky-Zerlegung priift und ihre
Cholesky-Zerlegung berechnet, wenn durchfithrbar, und die LU-Zerlegung (mit Pi-
votisierung) sonst. Testen Sie Thren Algorithmus an der gegebenen Matrix M.
Hinweis:

(
(b) Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung von A per Hand.

Wie héngen die Zerlegungen in (a) und (b) zusammen?

)
)
)
)

— Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte
der Matrix positiv sind.

— Die gegebene Matrix M hat nur reelle Eigenwerte.
Befehle:

— issymmetric (M) priift die Matrix M auf Symmetrie.
— eig(M) schreibt alle Eigenwerte von M in einen Spaltenvektor.

— chol(M,’lower’) berechnet die untere Dreiecksmatrix der Cholesky-Zerlegung
von M.

— [L,U,P] = 1u(M) berechnet die LU-Zerlegung von M (mit Pivotisierung).

Loésungshinweis:

(a)

8

0 (2 Punkte)
1

(b) Allgemein:

A=LDLT = LDYV2DV2LT —. GGT

Speziell hier:

1 00\ /400 1 0 0\"
A=LDL"=[-1 1 0 010 -1 10
2 01/ \o o1 2 0 1
1 00\ /200\/200 1 0 0\"
— (=1 10]lo1ollo1o0]|=110 (1 Punkt)
2 01/ \oo 1/ \o o1 2 0 1
2 0 0\ /2 —2 4
=|-2 100 1 0]=GG" (1Punkt)
4 01/ \o o 1



(c) Siehe Rechnung in (b). Die L’s stimmen iiberein, ebenso die Diagonalen von U und
D. (1 Punkt)



