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Sie haben 90 Minuten Zeit zum Bearbeiten der Klausur.

Tragen Sie bitte zunédchst Thren Namen, Ihren Vornamen und Thre Matrikelnummer in
DRUCKSCHRIFT in die folgenden jeweils dafiir vorgesehenen Felder ein.

Diese Daten werden gespeichert.

Name:

Vorname:

Matr.-Nr.:

Studieng.: | AI|CS | ET |GES |IN IO | VT

Sie diirfen einen handschriftlich beschriebenen DIN-A4 Zettel verwenden. Als weiteres
(technisches) Hilfsmittel ist ein Thnen zur Verfiigung gestellter Rechner erlaubt. Alles
andere ist ausdriicklich ausgeschlossen.

Ich bin dariiber belehrt worden, dass die von mir zu erbringende Priifungsleistung nur
dann als Priifungsleistung bewertet wird, wenn die Nachpriifung durch das Zentrale Prii-
fungsamt der TUHH meine offizielle Zulassung vor Beginn der Priifung ergibt.

(Unterschrift)

Es werden insgesamt 36 Punkte (6 ECTS) bzw. 24 Punkte (4 ECTS) vergeben.

User-Login:  Benutzername 1 | Passwort: Passwort1
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Aufgabe 1: (445 Punkte)

(a) Berechnen Sie die absolute und relative Kondition der Funktion(sauswertung) von

f:(0,00) = R, f(x) = .
Wie verhalten sich die Konditionszahlen fiir grofe x?

(b) Geben Sie die grofte Zahl § > 0 an, so dass in MATLAB (double precision Gleitkomma-
Arithmetik mit symmetrischem Runden)

446 ==4.

(¢) MATLAB-Aufgabe: Betrachten Sie fiir n € N das folgende bestimmte Integral

62

e 1 e e
I, := /1 z(log(x))"dx = §m2(log(a:))”|1—g/l z(log(x))" tdr = 5—% -1, N> 2,

und I; = 1(e? 4 1).

(i) Implementieren Sie im dafiir vorgesehenen m-file die Berechnung von I3 mit-
tels der Vorwértsiteration:

62 n

1
L=—-(+1), I,=———
! 4(6 ) 2 2

Ay, n=2:30
(ii) Implementieren Sie im dafiir vorgesehenen m-file die Berechnung von I3y mit-
tels der Riickwartsiteration:

2

2
Ioo = 01173, I, = = - (e— —In>, n=60:—1:31
n 2

(iii) Geben Sie die berechneten Werte von I3, aus (i) und (ii) an und vergleichen
Sie diese mit dem durch I_30 = integral(@(x)x.*log(x)."30,1,exp(1))
berechneten Wert. Erkliaren Sie Thre Beobachtung.

Losungshinweis:

5

(a) ke = |f'(z)| = ‘ﬁ%‘ (0.5 Punkte) und s, = ‘% = ‘7‘ = 1. (0.5 Punkte) Im

Grenzwert fiir grofe x wird die absolute Konditionszahl klein und die relative ist
konstant. (1 Punkt)

B

(b) Sei ey = 27°2 die Maschinengenauigkeit. Im Intervall [4,8] betriigt der Abstand
zwischen zwei Gleitkommazahlen 4ey,. (0.5 Punkte) Der grofte Fehler ist somit
nach symmetrischem Runden 2¢); = 27°1. (0.5 Punkte)

4+2xeps==4 (1 Punkt)

(¢) MATLAB-Aufgabe:



(iii) Es gilt:
(i) Inp = —6.8743¢ + 07 (i) Iyo = 0.2243  (iii) 50 = 0.2243

Bezeichne I, den numerisch berechneten Wert von I, mittels (i) oder (ii) und
Al, :=|I, — I,| den Fehler. Dann gilt fir n > 2

e n~ e n

~ n ~ n
AL = I, — I,,| = 5 g1 T oy + §]n—1 = §|In—1 — I | = §A[n—l

und damit (per Induktion) fiir 0 <k <n—1

n!

_ ol
Al = CSE AL

Im Fall (i) der Vorwértsiteration bedeutet dies (n = 30, k =n — 1 = 29), dass
der Anfangsfehler Al; durch den Faktor 3709! > 1 verstarkt wird, und im Fall
(ii) der Riickwértsiteration (n = 60, k = 30), dass der Anfangsfehler Algy mit

dem Faktor 2326‘?0! < 1 reduziert wird. (1 Punkt)




Aufgabe 2: (5 Punkte)
= /x — x. Angenommen Sie mochten diese Funktion an den

Sei f:(0,00) = R, f(x) =

Stiitzstellen xg = 1,21 = 4, x5 = 9 interpolieren.

(a) Geben Sie eine begriindete Schranke fiir den Fehler |f(x) — p2(z)| des Interpolati-
onspolynoms py an der Stelle x = 8 an.

(b) Berechnen Sie das Interpolationspolynom ps in Lagrange-Darstellung per Hand

Losungshinweis:
(a) In dem Beispiel ist n = 2. Fiir den Fehler gilt laut Vorlesung (Satz 6), dass £ € [1, 9]

existiert mit

£(€) (z — mo)(z — 21)(x — o). (1 Punkt)

£(&) — pala) = L
2575/2 und somit [f”(£)] < 2. (0.5 Punkte) Fiir 2 = 8 gilt (z —
—28 (0.5 Punkte) und folglich

Bs gilt f"(¢) —
zo)(z — x1) (T — x0) =

7
| — 28| = 1 (0.5 Punkte)

O |oolw

|f(z) — pa(2)] <

(b) Die Daten zu den Stiitzstellen sind yo = 0,y; = —2,y2 = —6. Da yo = 0, brauchen
wir das Lagrange-Basispolynom ¢y nicht zu berechnen. (0.5 Punkte) Die anderen
beiden Basispolynome errechnen sich zu

(z —2zo)( —2) _ _i(x —1)(z —9), (0.5 Punkte)

)(
(z1 — w0) (21 — 22) 15
;Efﬁ =) L 1)w—4). (0.5 Punkte)

61 ($) =

(x — xg
¢ =
2(1‘ ($2 — Lo )\ Ty — l’l) 40

Das heifdt
1

po(x) = () + 1pb(r) = ¢

_ (—2% — 352 + 36) =
T 5120 7 v 60 12" Ty



Aufgabe 3: (5 Punkte)
Betrachten Sie den Integranden

fR=R, f(z)=e")

[ sy ()

(a) Bestimmen Sie (2) numerisch mit der Trapezregel.

und das bestimmte Integral

(b) Geben Sie eine begriindete Schranke fiir den Fehler an.

(c¢) Sei H=(1—-0)/m = 1/m fiir m € N. Schreiben Sie die zusammengesetzte Trapez-
regel hin. Wie viele Funktionsauswertungen bendtigt diese?

(d) Wie klein muss man H wihlen, um zu garantieren, dass die zusammengesetzte
Trapezregel einen Fehler kleiner als ¢ = 107 hat?

Losungshinweis:
Sei I[f] == [;' f(x)dz und a = 0,b = 1. Es gilt f € C*(R) und
f(xz) = 2ze™), F'(z) = (422 + 2)e™),
(a) I[f] = 3(b—a)(f(a) + f(b)) = 5 - (e — 1) = 55+ (1 Punkt)
(b)

(b—a)’ max | (&) = 1 6e = g (1 Punkt)

<
- 12 ¢elab] 12

[ (1@ - pi)as

(c) Die zusammengesetzte Trapezregel ist gegeben durch

m—1
Tyf = H( )+ ) fla) + f xm)) (0.5 Punkte)
k=1

mit x, = a + kH fir 0 < k < m und bendtigt m + 1 Funktionsauswertungen.
(0.5 Punkte)

(d) Fir den Fehler gilt

b— 1
<2 H? max x [f"(€)| = —=H?-6e < e. (1 Punkt)

b
d —T
/a f(@)de = Tuf| < " H? L

Das heifit

H <% = /210 ~ 0.00086. (1 Punkt)



Aufgabe 4: (543 Punkte)
Gegeben sei das Nullstellenproblem

f(z) =2 =0.

(a) Geben Sie an unter welchen Bedingungen das Newtonverfahren fiir ein Nullstellen-
problem quadratisch konvergiert.

(b) Welche Méglichkeit haben Sie das Newtonverfahren anzupassen, wenn es nicht kon-
vergiert?

(c¢) Berechnen Sie die Konvergenzordnung.
(d) Warum erhalten wir nicht die erhoffte Konvergenzordnung?

(e) MATLAB-Aufgabe: Implementieren Sie im dafiir vorgeschenen m-file das New-
tonverfahren und geben Sie den berechneten Wert fiir x19 mit Startwert xo = 1
an.

Losungshinweis:

(a) Dies ist Satz 16 aus der Vorlesung:

Sei f: R — R zweimal stetig differenzierbar. Bezeichne x* die einzige Nullstelle im
Intervall I = [z* — zg, 2" + x|, wobei xy der Startwert des Newtonverfahrens ist.
Gelte aufserdem

1. fl(x) #0forxel,
f//(x)

f'(=@)

. SRR |
2. " — x| < % mit K 1= 5sup,;

)

dann konvergiert das Newtonverfahren quadratisch. (1 Punkt)
(b) geddmpfter Newton (1 Punkt)

(c) Das Newtonverfahren liefert

o’ 31
Daher gilt
s — 0 = | — 0] = e, — 0]
4 4

1

und somit ist die Konvergenzordnung gleich 1 (mit Rate ;

linear. (1 Punkt)

), die Konvergenz also

(d) Die Voraussetzung in (a), dass f: R — R zweimal stetig differenzierbar ist, ist
verletzt, denn f”(z) = 227%3 fiir x # 0 und die zweite Ableitung in z = 0 existiert
nicht. Deswegen kénnen wir keine quadratische Konvergenz erwarten. (1 Punkt)

(e) x10 = 9.5367e — 07



Aufgabe 5: (544 Punkte)
Sei

1 0 -3
-3 3 6

(a) Berechnen Sie die LU-Zerlegung von A per Hand (ohne Pivotisierung).
(b) Berechnen Sie die LU-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung per Hand.
(c) Welchen Vorteil bietet Pivotisierung?

)

(d) MATLAB-Aufgabe: Schreiben Sie im dafiir vorgesehenen m-file einen Algorith-
mus, der eine Matrix auf Durchfiihrbarkeit der Cholesky-Zerlegung priift und ihre
Cholesky-Zerlegung berechnet, wenn durchfithrbar, und die LU-Zerlegung (mit Pi-
votisierung) sonst. Testen Sie Thren Algorithmus an der gegebenen Matrix M.
Hinweis:

— Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte
der Matrix positiv sind.

— Die gegebene Matrix M hat nur reelle Eigenwerte.
Befehle:

— issymmetric (M) priift die Matrix M auf Symmetrie.
— eig(M) schreibt alle Eigenwerte von M in einen Spaltenvektor.

— chol (M, ’lower’) berechnet die untere Dreiecksmatrix der Cholesky-Zerlegung
von M.

— [L,U,P] = 1u(M) berechnet die LU-Zerlegung von M (mit Pivotisierung).

Losungshinweis:
(a)
1 0 O 1 0 =3
A=LU=(2 1 0 0o -2 7 (2 Punkte)
-3 =31 0o o0 ¥
(b)
001 1 0 =3 1 00 -3 3 6
100 2 -2 1 |=PA=LU=|—-3 10 0 1 -1 (2 Punkte)
010/ \-3 3 6 -2 01 0 0 5

(¢) Immer durchfiihrbar und numerisch stabiler. (1 Punkt)



