
0 Zum InhaltDas Praktikum \Qualitatives Verhalten dynamischer Systeme", das vom Arbeitsbereich Ma-thematik der TUHH veranstaltet wird, setzt sich haupts�achlich zum Ziel, Sie mit der Theorieder dynamischen Systeme bis hin zur Verzweigungstheorie in Kontakt zu bringen. Sie wer-den zentrale Begri�e kennenlernen, mit denen jeder, der auf dem Gebiet der dynamischenSysteme arbeitet, sei er nun Mathematiker, Naturwissenschaftler oder forschender Ingenieur,regelm�a�ig umgeht, und mit Hilfe derer man sich �ublicherweise �uber dynamische Systemeverst�andigt. Wir versuchen dabei, auf Formalismen weitgehend zu verzichten und trotzdemausreichend pr�azise zu sein. Sehr vieles kann nat�urlich im Rahmen dieser Veranstaltungnur kurz angerissen werden. Es werden nur Sachverhalte wiedergegeben, die man mit an-gemessenem Aufwand �uberhaupt formulieren kann; auf Beweise wird im allgemeinen ganzverzichtet.Das Stichwort \qualitatives Verhalten" besagt, da� man sich nur f�ur gewisse quantitativeMerkmale des Systems interessiert: Zum Beispiel ist man an der ungef�ahren Lage einesGleichgewichtspunktes interessiert und an der Frage, ob sich der Systemzustand in Form einerged�ampften Schwingung dem Gleichgewichtspunkt n�ahert, aber nicht an der Frage, nachwelcher Zeit die abklingende Schwingung sich dem Punkt bis auf eine vorgegebene Toleranzgen�ahert hat. Diese Schwerpunktsetzung ist typisch f�ur das Studium dynamischer Systeme:Man hat es eher mit geometrischen Begri�en und Strukturen zu tun als mit Zahlenkolonnenund Fehlerschranken. Wir ermutigen Sie an dieser Stelle ausdr�ucklich, diesen Umstand zunutzen, indem Sie versuchen, anschauliche Vorstellungen von den pr�asentierten Begri�enzu bilden und auch intuitiv damit umzugehen. Da� Anschauung und Intuition in die Irref�uhren k�onnen, versteht sich von selbst, aber sie sind trotzdem die besten F�uhrer durch diesesPraktikum.Die �Ubungsaufgaben f�ur das Praktikum sind zum gr�o�ten Teil am Computer auszuf�uhren:Sie sollen dazu dienen, die gelernten Begri�e an Beispielen einzu�uben. Analytische Ans�atzewerden auf ein Minimum beschr�ankt; Sie werden zwar gelegentlich gebeten, zum Stift zugreifen, aber den gr�o�ten Teil des Praktikums werden Sie in der Umgebung der numerischenSoftware MATLAB und SIMULINK verbringen. Das kommt der �ublichen praktischen Vorgehens-weise auch recht nahe; wenn man sich, wie in den meisten Anwendungen, mit vom Computererzeugten Indizien f�ur das Verhalten eines Systems begn�ugen kann, so wird man auf stren-ge Beweise verzichten. Au�erdem sind ab einem gewissen Schwierigkeitsgrad analytischeAns�atze in konkreten Problemen ohnehin zum Scheitern verurteilt.Wir versuchen allerdings nicht, im Rahmen dieser Veranstaltung in die Numerik dynami-scher Systeme einzuf�uhren: Das Vorstellen und Diskutieren von numerischen Verfahren undL�osungsans�atzen, vergleichende Analysen erreichbarer Software oder auch nur Faustregelnzur Einstufung eines Systems und der Wahl geeigneter Software m�ussen einer anderen Ver-anstaltung vorbehalten bleiben. 1



1 De�nition, grundlegende EigenschaftenAus dem Grundstudium sind Ihnen gew�ohnliche Di�erentialgleichungen gel�au�g, Gleichun-gen also, die zwischen gewissen Zustandsvariablen und ihren zeitlichen Ableitungen Be-ziehungen herstellen und die zur Bestimmung der Zustandsgr�o�en verwendet werden. Siewissen, da� man Systeme gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen in vielen F�allen in der Form_x = f (x ; t) schreiben kann. Bekanntlich spricht man dann von expliziten Di�erentialglei-chungen. Wir wollen uns auf autonome Di�erentialgleichungen beschr�anken, also solche Glei-chungen, in denen f die Zeit nicht explizit enth�alt:_x = f (x ); f : IRn � D! IRn (1)Man kann zwar argumentieren, da� theoretisch die Voraussetzung der Autonomie keine Ein-schr�ankung der Allgemeinheit darstellt, da man n�amlich die Zeitabh�angigkeit durch eine neueHilfsvariable xn+1 und eine zus�atzliche Gleichung _xn+1 = 1 eliminieren kann; man mu� aberfairerweise zugeben, da� eine solche Vorgehensweise in der Praxis mit Problemen verbundensein kann. Man kann dennoch festhalten, da� in vielen Modellierungen die Zeitunabh�angig-keit der rechten Seite sich ganz von selbst einstellt.Andererseits betrachten Sie bitte die Beschr�ankung des De�nitionsbereichs auf eine Teilmen-ge des IRn nicht als einen mathematischen Exze�: Beschr�ankungen an die Zustandsgr�o�energeben sich in der Regel ganz nat�urlich, man denke nur an nichtnegative physikalische oderchemische Gr�o�en oder an krummlinige Koordinaten.Der Begri� des (kontinuierlichen) dynamischen Systems nun zielt auf das qualitative Verhal-ten der L�osungen von (1) ab. Es gibt auch allgemeinere Fassungen des Begri�s; man kannzum Beispiel auch wohlgestellte parabolische oder hyperbolische Anfangs- oder Anfangs-randwertaufgaben bei partiellen Di�erentialgleichungen (etwa W�armeleitprobleme, Wellen-ausbreitungsprobleme) als dynamische Systeme au�assen. Ferner ist neben dem Begri� deskontinuierlichen dynamischen Systems auch der des diskreten dynamischen Systems ge-br�auchlich, wie es durch Di�erenzengleichungen de�niert wird. Wir beschr�anken uns hieraber auf den Fall der gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen:De�nition und Satz 1.1 Es sei in (1) D eine o�ene Menge und f stetig di�erenzierbar.Wir erg�anzen die Di�erentialgleichung durch x (0) = x 0 zu einer Anfangswertaufgabe. DieAbbildung � : t 7! �(x 0; t); (2)die jedem x 0 2 D f�ur alle geeigneten t die L�osung der Anfangswertaufgabe zuordnet, istwohlde�niert. Wir bezeichnen sie als den durch das Vektorfeld f induzierten Flu� auf Dbzw. das induzierte (autonome kontinuierliche) dynamische System.Beweis. Man kann hierf�ur viele Standardwerke �uber gew�ohnliche Di�erentialgleichungenzitieren, etwa [2, Kap. 2, Abschn. 10]. M�ochte man auf der Grundlage des Skriptes [15]argumentieren, so kann man das wie folgt tun:2



Die Glattheitsvoraussetzung an f impliziert, da� f auf jeder kompakten Teilmenge von Deiner Lipschitz{Bedingung gen�ugt ([15, Bsp 27.7]). Daher liefert der Satz von Picard undLindel�of ([15, Satz 27.17]) die Existenz einer lokal eindeutigen L�osung der Anfangswertauf-gabe. Da um jeden Punkt von D Lipschitz{Stetigkeit vorliegt (D ist als o�en vorausgesetzt),bleibt die L�osung eindeutig, soweit sie (sowohl f�ur steigende als auch f�ur fallende t) fortgesetztwerden kann. Es ist damit � wohlde�niert.Bemerkung 1.2 Es l�a�t sich zeigen, da� die L�osung der Anfangswertaufgabe sich f�ur alleZeiten oder bis an den Rand von D fortsetzen l�a�t, vgl. den angegebenen Abschnitt in [2].Wir werden die Operatorschreibweise �(x ; t) nicht �uber Geb�uhr strapazieren. Insbesonderewerden wir im Zusammenhang mit den Beispielen durchgehend die vertrautere Formulierung�uber Di�erentialgleichungen verwenden.Bei der Untersuchung dynamischer Systeme konzentriert man sich typischerweise auf den so-genannten Phasenraum, den Raum der Zustandsvariablen. Man h�alt dort nach bestimmtenL�osungstypen der Anfangswertaufgaben Ausschau und wird auch h�au�g bei der Visuali-sierung ein Diagramm der Ortskurve einem Plot �uber der Zeitskala vorziehen. Zun�achstde�nieren wir in diesem Zusammenhang:De�nition 1.3 Unter den Voraussetzungen von De�nition und Satz 1.1 wird D als Pha-senraum oder Zustandsraum des dynamischen Systems bezeichnet. (Von uns bevorzugte Be-zeichnungen sind jeweils hervorgehoben.) Die Darstellung einer L�osungskurve von (1) imPhasenraum, also die Menge aller x (t) zu einer gegebenen Anfangswertaufgabe, nennt manBahn, Orbit, Phasenkurve oder Trajektorie. Eine Teilmenge ~D von D hei�t (positiv) 
u�in-variant, wenn Bahnen sie nicht verlassen, wenn also aus x 2 ~D stets �(x ; t) 2 ~D folgt f�uralle t > 0.Mit diesen Bezeichnungen formulieren wir nun die grundlegende Eigenschaft autonomer dy-namischer Systeme, die die Analyse des Pasenraums �uberhaupt erst sinnvoll macht:Satz 1.4 Autonome dynamische Systeme sind translationsinvariant, d.h. es gilt stets�(x ; s+ t) = �(�(x ; s); t). Daraus ergibt sich: Bei einem autonomen dynamischen Systemverl�auft durch jeden Punkt des Phasenraums genau eine Phasenkurve. Das hei�t insbeson-dere, da� Phasenkurven schon durch einen Punkt eindeutig festgelegt sind und da� sich zweiverschiedene Phasenkurven niemals schneiden (und nicht einmal \ber�uhren").Den Beweis �uberlassen wir Ihnen als �Ubung. Bitte �uberzeugen Sie sich davon, da� diebehauptete Eigenschaft sich direkt aus der Autonomie der Di�erentialgleichung ergibt.Um das Verhalten des Systems im gesamten Phasenraum darzustellen, m�u�te man eigentlichalle Phasenkurven zeichnen. Es ist zwar nicht m�oglich, das zu tun, aber man kann h�au�geine repr�asentative Auswahl von Kurven �nden, die das qualitative Verhalten des Systemserkennen lassen. 3



De�nition 1.5 Eine Sammlung von Phasenkurven bzw. Abschnitten von Phasenkurven nen-nen wir Phasenportr�at eines dynamischen Systems, wenn sie das Aussehen aller Phasenkur-ven erkennen l�a�t. Ein Phasenportr�at besteht in der Regel aus:� Koordinatenachsen f�ur den Phasenraum,� Phasenkurven bzw. ausreichend langen Abschnitten von Phasenkurven besonders aus-gezeichneter L�osungen (siehe weiter unten),� Linien oder Fl�achen, die Bereiche unterschiedlichen L�osungsverhaltens trennen,� repr�asentativen (Abschnitten von) Phasenkurven in den jeweiligen Bereichen �ahnlichenL�osungsverhaltens.Phasenkurven sollten mit Pfeilen versehen sein, die die Richtung markieren, welche zu wach-sendem t geh�ort.Beispiel 1.6 Abbildung 1 zeigt ein Phasenportr�at des Systems aus Beispiel 2.8 f�ur � = 0:7.Die gepunkteten Kurven sind repr�asentativ f�ur ihre jeweiligen Bereiche im Phasenraum. Die�ubrigen Bildelemente bezeichnen besonders ausgezeichnete Orbits. Wir kommen sp�ater nochauf dieses Bild zur�uck.Es liegt in der Natur der Sache (und im Umfang dieser Veranstaltung) begr�undet, da� wirbei der letzten De�nition etwas vage bleiben mu�ten. Sie werden jedoch im folgenden eineintuitive Vorstellung von Phasenportr�ats gewinnen. Da wir uns hier um die qualitative Ana-lyse dynamischer Systeme k�ummern wollen, de�nieren wir noch, wann wir zwei dynamischeSysteme als qualitativ gleich betrachten wollen.De�nition 1.7 Wir bezeichnen zwei dynamische Systeme bzw. ihre Phasenportr�ats als to-pologisch �aquivalent, wenn es eine stetige Abbildung mit stetiger Umkehrabbildung zwischenihren Phasenr�aumen gibt, die aus jedem Phasenportr�at des einen Systems ein Phasenpor-tr�at des anderen Systems macht, wobei der Orientierungssinn der Phasenkurven (also diePfeilrichtung) erhalten bleiben mu�. Man kann dann also durch Koordinatenwechsel im Pha-senraum die Phasenportr�ats der beiden Systeme ineinander �uberf�uhren. Wir sprechen vonlokaler topologischer �Aquivalenz in zwei Punkten der Phasenr�aume, wenn das zumindest f�urgeeignete Umgebungen dieser Punkte (also die darauf beschr�ankten Phasenportr�ats) gilt.Beispiel 1.8 Die Abbildungen 3 { 6 aus Abschnitt 5 stellen topologisch �aquivalente Phasen-portr�ats dar, die Abbildungen 3 und 8 dagegen beispielsweise nicht.Damit k�onnen wir schlie�lich diejenigen Phasenportr�ats benennen, die f�ur die Praxis amvertrauensw�urdigsten sind: Da beim Aufstellen eines mathematischen Modells f�ur einetechnisch{naturwissenschaftliche Fragestellung Kompromisse eingegangen werden und daweiter die Simulation auf Computern Fehler produzieren kann, d�urfen wir strenggenommen4



Abbildung 1: Phasenportr�at zu Beispiel 2.8nur solchen Phasenportr�ats trauen, die sich durch kleine �Anderungen des Vektorfeldes fnicht signi�kant �andern. Das veranla�t uns zu folgender De�nition:De�nition 1.9 Wir nennen eines dynamisches System strukturell stabil, wenn sich bei hin-reichend kleinen (stetig di�erenzierbaren) St�orungen des Vektorfeldes nur wieder �aquivalentePhasenportr�ats ergeben.In De�nition 3.5 folgt eine lokale Variante dieses Begri�es, die andeutungsweise in Abschnitt4 erweitert wird. Auf eine m�ogliche Modi�kation des Begri�es werden wir in Abschnitt 5hinweisen.2 Unsere BeispieleUnsere Beispiele f�ur dieses Praktikum sind alle klein und handlich. Das liegt nat�urlich daran,da� wir unseren Blick aufs wesentliche konzentrieren wollen, und das hei�t in diesem Zusam-menhang auf typische Ph�anomene, die man meist schon an kleinen (geschickt eingerichteten)5



Prototypen dynamischer Systeme beobachten kann. Au�erdem sind wir daran interessiert,den rechnerischen Aufwand f�ur diesen Kurs klein zu halten.In der Praxis sieht man sich freilich mit gr�o�eren (und komplexeren) dynamischen Systemenkonfrontiert. Diese Systeme werden analytisch kaum zu bew�altigen sein, man wird sie vonvornherein mit einer geeigneten Software untersuchen. Wie so oft kann aber auch hier dieNotwendigkeit gewisser Vorkenntnisse �uber das vorliegende System (z.B. die ungef�ahre Lageeines gesuchten Gleichgewichtspunktes) und die N�utzlichkeit einer geschickten Modellierung(z.B. geeignete Koordinaten, Fortlassen unwesentlicher Terme) kaum �uberbetont werden.Bedenken Sie, da� auch die hier vorgestellten Beispiele ihre Handlichkeit nur der geschicktenVereinfachung komplizierter Zusammenh�ange verdanken! Wie weit die Vereinfachung einesModells sich rechtfertigen l�a�t, h�angt nat�urlich letzten Endes auch von der Problemstellungab.Beispiel 2.1 (ged�ampfte harmonische Schwingung) Ein Standardbeispiel ist dieSchwingungsgleichung �x+ 2� _x+ !20x = 0; x 2 IR: (3)Sie kann zum Beispiel die mechanischen Schwingungen einer Masse an einer Feder bei klei-nen Auslenkungen beschreiben oder die Schwingungen eines Pendels bei kleinen Auslenkun-gen oder das Spannungsverhalten in einem elektrischen Schwingkreis. Um diese Gleichungunserem Formalismus zug�anglich zu machen, m�ussen wir sie in ein System von Di�erential-gleichungen erster Ordnung transformieren. Das geschieht h�au�g, indem man eine geschwin-digkeitsproportionale Gr�o�e als neue Zustandsgr�o�e einf�uhrt. Man erh�alt dann (mit x1 := x,x2 := 1c _x) _x1 = cx2;_x2 = �2�x2 � 1c!20x1: (4)Im Falle der Feder werden x1 und x2 die Auslenkung aus der Ruhelage bzw. die daraufbezogene Geschwindigkeit sein, im Falle des Pendels der Winkel zur senkrechten Lage und dieWinkelgeschwindigkeit, beim elektrischen Schwingkreis etwa die Spannung am Kondensatorund der Strom. Die Konstanten sind daf�ur nat�urlich geeignet mit Leben zu f�ullen.Als Phasenraum w�ahlt man der Bequemlichkeit halber IR2, wobei man aber im Auge behaltenmu�, da� das System f�ur gro�e Werte von x1 oder x2 sicher keinen physikalischen Zustandmehr beschreibt.Wie Sie im Grundstudium gesehen haben, betrachtet man allgemeiner Systeme von linearenDi�erentialgleichungen, alsoBeispiel 2.2 (lineares System) Dies ist ganz allgemein das System_x = Ax (5)6



f�ur eine reelle (n; n){Matrix A. (Man kann auch komplexe Matrizen zulassen, was wir aberhier nicht problematisieren wollen.) Der Phasenraum ist IRn. Auch im allgemeinen linearenSystem ist man haupts�achlich an \kleinen Auslenkungen" interessiert, also am Verhalten vonL�osungen in einer Umgebung von fx = 0g.Die gro�e praktische Bedeutung linearer Systeme werden Sie nicht bezweifeln, denn nebenBeispiel 2.1 haben Sie vermutlich schon viele weitere Modelle kennengelernt, die auf linea-re Systeme f�uhren. Zus�atzliches Gewicht gewinnen lineare Systeme, wenn man sich an dasPrinzip der Linearisierung erinnert. Auch bei dynamischen Systemen ist es oft hilfreich, einnichtlineares System durch ein lineares zu ersetzen, das die Eigenschaften des nichtlinearenSystems in der N�ahe eines vorgegebenen Punktes m�oglichst gut repr�asentiert. Zur Analyseeines hyperbolischen Gleichgewichtspunkts x̂ reicht zum Beispiel die Kenntnis von Df (x̂ )schon hin; das System verh�alt sich lokal wie das linearisierte System, das durch das Vektor-feld ~f (x ) := Df (x̂ )(x � x̂ ) gegeben ist (vgl. die S�atze 3.4 und 5.2). (Eigentlich sind dasErkenntnisse, die Ihnen auch das Grundstudium schon vermittelt haben sollte, vgl. im Skript[15] Abschnitt 29.2.) Letztlich sind die meisten linearen Systeme, die Sie kennen, durch ei-ne Art von Linearisierung entstanden; vergleichen Sie zur Illustration das mathematischePendel aus dem folgenden Beispiel 2.3 mit der linearisierten Variante aus Beispiel 2.1!Beispiel 2.3 (mathematisches Pendel) F�ur gr�o�ere Auslenkungen ist in der Gleichung(3) f�ur das Pendel x durch sin(x) zu ersetzen, denn die R�uckstellkraft ist in Wirklichkeitproportional zur Tangentialkomponente der Erdschwerkraft, also, da x der Winkel der Aus-lenkung ist, zu sin(x). Man erh�alt so das System_x1 = x2;_x2 = �2�x2 � !20 sin(x1): (6)Ein beliebtes Beispiel aus der sog. Biomathematik, das die Populationsdynamik zweier Spe-zies modellieren soll, ist das folgende R�auber{Beute{Modell:Beispiel 2.4 (Lotka{Volterra{Gleichungen) Wir nehmen an, wir haben eine Popula-tion von P
anzenfressern (die \Beute"), deren Anzahl proportional zur Variablen x1 sei,und eine Population von Fleischfressern (die \R�auber"), die sich von den P
anzenfressernern�ahren und deren Anzahl proportional zu x2 sei. Vereinfachend modellieren wir beide Zah-len als kontinuierliche Gr�o�en. Wir nehmen an, da� �uber ein kurzes Zeitintervall in Ab-wesenheit von R�aubern die Beutepopulation proportional zu ihrer jeweiligen Gr�o�e zuneh-me. (Jedes Beutetier hat eine feste durchschnittliche Anzahl von Nachkommen.) Umgekehrtschrumpfe in Abwesenheit von Beute die R�auberpopulation proportional zu ihrer aktuellenGr�o�e. (Die Sterberate �uberwiegt dann die Geburtenrate). Zur Interaktion beider Speziesnehmen wir an, da� die Beutepopulation durch die R�auber in dem Ma�e dezimiert werde, indem sich R�auber und Beute zuf�allig begegnen, da� sie also proportional zu x1x2 schrumpfe.Nach einer �ahnlichen Gesetzm�a�igkeit nehme dagegen die Population der R�auber zu. Wirerhalten damit Gleichungen vom Typ_x1 = �x1 � �x1x2;_x2 = �
x2 + �x1x2 (7)7



mit �; �; 
; � > 0. F�ur Literaturhinweise konsultiere man [8, Abschn. 2.1].Als Phasenraum wird man in diesem Beispiel aus naheliegenden Gr�unden von vornhereinnur [0;1)� [0;1) zulassen.Beispiel 2.5 (von Mises{Stabwerk) Man stelle sich das von Mises{Stabwerk der Abbil-dung 2 aus zwei gleichartigen 
exiblen St�aben (bzw. Federn) zusammengesetzt vor. An derVerbindungsstelle greift eine lotrechte Kraft � an. Unter Annahme einer geschwindigkeitspro-portionalen Reibung lassen sich die Schwingungen des Stabwerks durch die Di�erentialglei-chung �x+ "x = k tan x cos�0 � k sinx+ � (8)beschreiben, wobei " die Reibungskonstante, k die Federkonstante und �0 der Auslenkungs-winkel f�ur � = 0 ist (siehe [14]). Diese Gleichung kann man wie oben in ein System ersterOrdnung �uberf�uhren: _x1 = x2;_x2 = �"x1 + k tanx1 cos�0 � k sinx1 + �: (9)Man vergleiche auch Beispiel 23.8 im Skript [15]. Dort wird zwar das Stabwerk nicht dyna-misch modelliert, aber die auftretenden Gleichgewichtspunkte (De�nition folgt) sind diesel-ben.
x
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Abbildung 2: von Mises{StabwerkBeispiel 2.6 (van der Pol'sche Gleichung) Die ber�uhmte van der Pol'sche Gleichungder Elektrotechnik beschreibt einen elektrischen Schwingkreis mit einer Triodenr�ohre mitstromabh�angigem Widerstand (siehe etwa [7]):�x+ 
(3x2 � �) _x+ x = 0: (10)Sie wird in der Literatur gern in ein System transformiert, indem sie �uber t integriert wird:Setzt man x1 := x und x2 := � R t x(� ) d� , so ergibt sich_x1 = x2 � 
(x31 � �x1);_x2 = �x1: (11)Man nennt (11) auch die Li�enard'sche Darstellung der van der Pol'schen Gleichung.8



Beispiel 2.7 (Lorenz{Gleichungen) Die ebenfalls ber�uhmten Lorenz{Gleichungen ent-stammen einem Modell zum Studium von Fluidkonvektion in einer zweidimensionalen, vonunten geheizten Schicht. Sie lauten_x1 = �(x2 � x1);_x2 = �x1 � x2 � x1x3;_x3 = ��x3+ x1x2; (12)wobei die Parameter � (die Prandtlsche Zahl), � (der Rayleigh{Koe�zient) und � (einL�angenverh�altnis) positiv sind (siehe [9]).Das folgende dynamische System entstammt der Demo pp2 des Softwarepakets AUTO, siehe[6]. Der Autor, Eusebius Doedel, bietet eine Deutung als R�auber{Beute{Modell an.Beispiel 2.8 (R�auber{Beute{Modell nach Doedel) Das System lautet_x1 = 3x1(1� x1) � x1x2 � �(1 � exp(�5x1));_x2 = �x2 + 3x1x2: (13)Man kann sich hierbei x1 als Beute�sche und x2 als Haie vorstellen, wobei der Term �(1 �exp(�5x1)) Fischfang mit einer Fischfangquote � repr�asentiert. Die �ubrigen Terme sind imwesentlichen wie im Lotka{Volterra{Modell zu interpretieren. Neu ist der Term �3x21 in derersten Gleichung, der dem Umstand Rechnung tr�agt, da� die Fischpopulation mit begrenztenRessourcen leben mu� und sich nicht beliebig vergr�o�ern kann. Bei x1 = 1 ist eine S�attigungerreicht.3 GleichgewichtspunkteDer einfachste und wichtigste spezielle L�osungstyp bei dynamischen Systemen ist der Gleich-gewichtspunkt. Wie der Name schon sagt, repr�asentieren Gleichgewichtspunkte Ruhelagenoder Balancezust�ande des Systems. Die (dynamische) Stabilit�at dieser L�osungen ist vongro�er Bedeutung, denn sie entscheidet, ob eine Ruhelage sich (physikalisch, chemisch etc.)�uberhaupt beobachten l�a�t oder ob sie nur \auf dem Papier" existiert. (Machen Sie sich dasggf. klar!) Ein Gleichgewichtspunkt kann je nach Modell nat�urlich f�ur etwas anderes ste-hen als f�ur Bewegungslosigkeit, obwohl das in einfachen mechanischen Modellen oft der Fallist. Wenn Ihr Phasenraum z.B. Fourier{Koe�zienten in einem Schwingungssystem darstellt,dann entspricht ein Gleichgewichtspunkt einer periodischen Schwingung. Bedenken Sie, da�sich alle geometrisch motivierten Bezeichnungen auch im folgenden stets zwangsl�au�g nuran der Geometrie der Modellgleichungen orientieren!De�nition 3.1 Ein Punkt x̂ hei�t Gleichgewichtspunkt oder station�arer Punkt des von finduzierten dynamischen Systems, wenn f (x̂ ) = 0 gilt, also die Bahn durch x̂ mit fx̂gidentisch ist. Die L�osung der zugeh�origen Anfangswertaufgabe _x = f (x ), x (0) = x̂ , alsox (t) � x̂ , wird auch als station�are L�osung bezeichnet.9



Wir de�nieren nun die dynamische Stabilit�at von Gleichgewichtspunkten wie im Grundstu-dium die Stabilit�at station�arer L�osungen (vgl. [15, Kapitel 29]).De�nition 3.2 Der Gleichgewichtspunkt x̂ des dynamischen Systems hei�t� (dynamisch) stabil, wenn es f�ur jede (noch so kleine) Umgebung U"(x̂ ) eine (m�ogli-cherweise kleinere) Umgebung U�(x̂ ) von x̂ gibt, so da� in U�(x̂ ) startende Bahnenf�ur wachsende t nicht aus U"(x̂ ) austreten. Dies sichert, da� bei einer kleinen St�orungdes Anfangswertes x̂ auch die Bahn nahe bei x̂ bleiben wird.� attraktiv, wenn es eine Umgebung U"(x̂ ) von x̂ gibt, so da� alle in U"(x̂ ) startendenBahnen f�ur t ! 1 gegen x̂ streben. Der Gleichgewichtspunkt \zieht" dann also auseiner gewissen Umgebung alle Bahnen an.� asymptotisch stabil, wenn er stabil und attraktiv ist,� instabil, wenn er nicht stabil ist. Das hei�t, es gibt eine Umgebung U"(x̂ ) von x̂ ,�uber die man sagen kann, da� sie von gewissen beliebig nahe bei x̂ startenden Bahnenverlassen wird. Jede noch so kleine St�orung des Startwertes x̂ kann dann also eineSt�orung der L�osung von mindestens der Gr�o�e " verursachen.Bemerkung 3.3 Es ist wichtig festzuhalten, da� ein attraktiver Gleichgewichtspunkt nichtauch stabil sein mu�. Man wird dies zwar meistens in der Praxis beobachten, aber es lassensich Gegenbeispiele angeben. Man ziehe etwa [15, Bsp. 29.3] oder [9, �gure 1.6.3] zurate.Das bekannteste Kriterium zur Stabilit�atsanalyse f�ur Gleichgewichtspunkte verwendet dasSpektrum der Linearisierung:Satz 3.4 Sei x̂ ein Gleichgewichtspunkt des von f induzierten dynamischen Systems. Besitztdie Jacobimatrix Df (x̂ ) nur Eigenwerte mit negativem Realteil, so ist der Gleichgewichts-punkt asymptotisch stabil, besitzt sie hingegen einen Eigenwert mit positivem Realteil, so istder Gleichgewichtspunkt instabil.Man kann aus den Eigenwerten vonDf (x̂ ) sogar R�uckschl�usse auf die lokalen Phasenportr�atseines Systems ziehen, vgl. Satz 5.1 und Satz 5.2. Das folgt aus der Tatsache, da� sogenanntehyperbolische Gleichgewichtspunkte im unten pr�azisierten Sinne strukturell stabil sind undnichtlineare Systeme sich lokal als leicht gest�orte lineare Systeme au�assen lassen. (Letzteresist Ihnen bekannt! Es ist damit nichts anderes gemeint, als da� manf (x̂ + "h) = f (x̂ ) + "Df (x̂ )h +O("2) (14)schreiben kann.)Wenn man sich mit der Frage befa�t, was bei kleinen St�orungen des Systems mit einzelnenGleichgewichtspunkten geschieht, dann ist der Begri� der strukturellen Stabilit�at aus Ab-schnitt 1 zu streng. Man ben�otigt wie schon bei der topologischen �Aquivalenz eine lokaleVariante: 10



De�nition 3.5 Wir nennen einen Gleichgewichtspunkt strukturell stabil bzw. das dynami-sche System lokal strukturell stabil im Gleichgewichtspunkt, wenn es bei geringer (stetigdi�erenzierbarer) St�orung des Systems wieder einen Gleichgewichtspunkt des gest�orten Sy-stems in der N�ahe des urspr�unglichen Gleichgewichtspunktes gibt, so da� die Fl�usse naheden beiden Punkten lokal topologisch �aquivalent sind.Damit k�onnen wir nun formulieren:De�nition und Satz 3.6 Wenn Df (x̂ ) keine Eigenwerte mit verschwindendem Realteilbesitzt, hei�t der Gleichgewichtspunkt hyperbolisch. Hyperbolische Gleichgewichtspunkte sindstrukturell stabil, nicht{hyperbolische nicht.Um sich die Aussage klar zu machen, da� nicht{hyperbolische Gleichgewichtspunkte nichtstrukturell stabil sind, kehre man die entsprechende De�nition um: Bei nicht{hyperbolischenGleichgewichtspunkten kann man mit geeigneten beliebig kleinen St�orungen ein dynamischesSystem erzeugen, das keinen im obigen Sinne �aquivalenten Gleichgewichtspunkt nahe demurspr�unglichen Punkt mehr besitzt.Zum Beweis siehe [12, x16] oder [4, Abschn. 3.2]. �Uberlegen Sie sich. da� die Aussage �uberdie Existenz eines \gest�orten" Gleichgewichtspunktes direkt aus dem Satz �uber impliziteFunktionen ([15, Satz 23.9]) folgt.Ein weiteres, allgemeineres Hilfsmittel zur Pr�ufung der Stabilit�at, das h�au�g auch bei nicht{hyperbolischen Punkten angewendet werden kann, ist die sogenannte Liapunov{Funktion,vgl. das Skript [15] oder die B�ucher [3] und [2].4 periodische Orbits, Limesmengen, AttraktorenDer nach dem Gleichgewichtspunkt einfachste und wichtigste spezielle L�osungstyp ist der pe-riodische Orbit. Er repr�asentiert periodische Schwingungen des zugrundeliegenden Systems.Auch hier l�a�t sich sinnvoll zwischen stabilen und instabilen L�osungen unterscheiden, unddie stabilen werden die beobachtbaren sein. Die De�nition der Stabilit�at ist eine Verallge-meinerung des Stabilit�atsbegri�s f�ur Gleichgewichtspunkte; wir gehen gleich einen Schrittweiter und de�nieren den allgemeinen Begri� der anziehenden Mengen im Phasenraum, wo-bei der asymptotisch stabile periodische Orbit (s.u.) als Spezialfall erfa�t ist. Wer zun�achstden Begri� der Stabilit�at einer L�osung nachlesen m�ochte, sei auf Kapitel 29 des Skripts [15]verwiesen oder auf eines der zitierten Standardwerke, etwa [10]. Zur Stabilit�atsanalyse beiperiodischen Orbits gibt es wieder spezielle Techniken, deren bekannteste wohl der sogenann-te Poincar�e{Schnitt ist. Wir gehen darauf nicht ein, aber wer sich gezielt mit periodischenOrbits befassen will, sollte sich auch mit solchen Techniken bekannt machen.11



De�nition und Satz 4.1 Eine Bahn hei�t periodischer Orbit oder geschlossene Bahn einesdynamischen Systems, wenn sie zu einer periodischen L�osung des Di�erentialgleichungssy-stems geh�ort. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Bahn aus mehr als einem Punkt bestehtund eine geschlossene Kurve darstellt.Der Beweis der letzten Behauptung ersch�opft sich wieder in der Ber�ucksichtigung der Au-tonomie des Systems. Ist die Bahn eine geschlossene Kurve, so gibt es ein x auf der Bahnund ein T > 0, so da� �(x ; T ) = x . Ist ~x ein weiterer Punkt auf der Bahn, so gibt es ein ~Tmit �(x ; ~T ) = ~x . Nun ergibt die Translationsinvarianz�(~x ; T ) = �(�(x ; ~T ); T ) = �(x ; ~T + T ) = �(�(x ; T ); ~T) = �(x ; ~T ) = ~x ; (15)also ist die zugeh�orige L�osung periodisch. Wird umgekehrt die Periodizit�at vorausgesetzt, soist es klar, da� die Bahn eine geschlossene Kurve sein mu�.In der Literatur �ndet man h�au�g geschlossene Kurven, die Gleichgewichtspunkte enthalten.Es handelt sich aber hierbei streng genommen nicht um einzelne Bahnen, sondern um denZusammenschlu� mehrerer Bahnen. (Warum mu� das so sein?) Trotzdem wird traditionellvon Orbits gesprochen. Enth�alt solch eine Kurve genau einen Gleichgewichtspunkt, so sprichtman von einem homoklinischen Orbit, anderenfalls von einem heteroklinischen Orbit. Beidessind Ph�anomene, die man nicht in strukturell stabilen Systemen antri�t. (Vgl. aber dieBemerkungen zur strukturellen Stabilit�at in Abschnitt 5.)Es gibt weitere spezielle L�osungstypen in dynamischen Systemen, z.B. quasiperiodischeOrbits, die durch die �Uberlagerung von periodischen Schwingungen mit nicht{rationalemVerh�altnis der Frequenzen entstehen. Wir gehen aber auf diese Ph�anomene nicht mehr ge-sondert ein, zum einen, weil unsere Zeit begrenzt ist, zum anderen aber auch, weil dieseL�osungstypen teils erst f�ur recht spezielle Fragestellungen interessant werden und teils vonrein akademischem Interesse sind.Stattdessen gehen wir nun �uber zu der allgemeineren De�nition des Attraktors. Dieser Be-gri�, der asymptotisch stabile Gleichgewichtspunkte und periodische Orbits umfa�t, bezeich-net sehr abstrakt eine Menge von Punkten, die \im wesentlichen" aus einem Orbit bestehtund aus einer vollen Umgebung L�osungsbahnen anzieht. Die technisch etwas umst�andlicheDe�nition des Attraktors mag Ihnen unn�otig m�uhsam erscheinen, hat sich jedoch im jahr-zehntelangen Umgang mit dynamischen Systemen als mathematisch zweckm�a�ig erwiesen.F�uhlen Sie sich bitte nicht entmutigt, wenn Sie sich nur eine ungef�ahre Vorstellung vonden Implikationen des Begri�s machen k�onnen; mehr ist hier auch nicht verlangt. Zun�achstde�nieren wir die Limesmenge eines Punktes:De�nition 4.2 In einem dynamischen System ist die Limesmenge (zur Unterscheidung vonder sog. �{Limesmenge auch !{Limesmenge) des Punktes x die Menge aller Punkte, denendie Bahn durch x f�ur unbegrenzt wachsendes t beliebig oft beliebig nahe kommt, also dieMenge aller H�aufungspunkte f�ur alle Folgen fxng der Form fxn = �(x ; tn)g mit tn ! 1.Erreicht die Bahn in endlicher Zeit den Rand des De�nitionsbereiches, so de�nieren wir in�Ubereinstimmung damit die Limesmenge als leer.12



Dieser Begri� ist auch unabh�angig von dem des Attraktors von Interesse: Er beschreibt denasymptotischen Zustand einer L�osung f�ur t ! 1. Es leuchtet vermutlich intuitiv ein, da�Bahnen, die in einer Limesmenge starten, diese auch nicht verlassen. Tats�achlich l�a�t sichbeweisen:Satz 4.3 F�ur jedes x ist die Limesmenge abgeschlossen und (positiv) 
u�invariant.Wir m�ussen nun f�ur die De�nition des Attraktors zun�achst einige topologische Begri�e be-reitstellen. Der eine oder andere mag ihnen bekannt vorkommen; die meisten sind simpleVerallgemeinerungen von Begri�en der mathematischen Grundausbildung, vgl. im Skript[15] den Abschnitt 22.1.De�nition 4.4 In Analogie zu Punkten bezeichnen wir U als Umgebung einer Menge ~D �IRn, wenn ~D im Inneren von U enthalten ist (also ~D � U , aber kein Punkt von ~D liegt aufdem Rand von U). Als "{Umgebung einer Menge ~D de�nieren wir die Menge aller Punkte,deren Abstand zu ~D h�ochstens " betr�agt. Ist ~D eine Kurve, so spricht man auch anschaulichervon einem "{Schlauch. Eine Kurve x (t) konvergiert gegen ~D, wenn f�ur t!1 der Abstandvon x (t) zu ~D gegen 0 konvergiert. Eine Menge D̂ liegt dicht in ~D, wenn sich beliebig nahean jedem Element von ~D auch stets ein Element von D̂ �ndet.Auch f�ur Limesmengen kann man die Begri�e der asymptotischen Stabilit�at und der struk-turellen Stabilit�at einf�uhren, indem man im wesentlichen den Begri� der Umgebung einesPunktes durch den Begri� der Umgebung einer Menge ersetzt. Es ergeben sich dabei bemer-kenswerte Analogien zwischen periodischen Orbits und Gleichgewichtspunkten: Zum Beispielgibt es analog den hyperbolischen Gleichgewichtspunkten eine gro�e Klasse von periodischenOrbits, deren Stabilit�at sich ebenfalls �uber die Eigenwerte einer geeigneten Linearisierunganalysieren l�a�t und die auch strukturell stabil sind. Wir belassen es hier bei der Andeutungund bringen wie angek�undigt:De�nition 4.5 Eine abgeschlossene und 
u�invariante Teilmenge ~D des De�nitionsbereichshei�t anziehende Menge, wenn sie eine ihrerseits 
u�invariante Umgebung U besitzt, so da�alle Bahnen in U schlie�lich gegen ~D konvergieren. Eine anziehende Menge hei�t Attraktor,wenn eine Bahn in ihr dicht liegt. Die Menge aller Punkte, f�ur die die zugeh�origen Bah-nen gegen ~D konvergieren, hei�t Einzugsbereich des Attraktors. Dies ist o�ensichtlich eineObermenge der obigen Umgebung U .Die De�nition des Attraktors ist o�ensichtlich auf Limesmengen ausgelegt. Man denkt da-bei an Limesmengen, denen sich nicht nur die Bahn durch einen Punkt x n�ahert, sondernalle Bahnen aus einer vollen Umgebung. Typische Attraktoren sind asymptotisch stabilehyperbolische Gleichgewichtspunkte sowie anziehende periodische Orbits, die in bezug aufdie Bahnen in ihrem Einzugsbereich auch Grenzzyklen genannt werden. Die naheliegendeVermutung, da� es keine anderen Attraktoren gebe, tri�t allerdings im allgemeinen nur aufebene Systeme zu (vgl Abschnitt 5). In Aufgabe 5 werden Sie einen Attraktor kennenlernen,der weder Gleichgewichtspunkt noch periodischer Orbit ist.13



Beispiel 4.6 Der E bezeichnete Orbit in Abbildung 1 ist ein asymptotisch stabiler periodi-scher Orbit, also ein Attraktor. Der Einzugsbereich dieses Orbits ist die Fl�ache zwischen derx1{Achse und der F markierten Kurve. A ist auch ein Attraktor, n�amlich ein asymptotischstabiler Gleichgewichtspunkt. Der Einzugsbereich von A ist die Fl�ache oberhalb von F . L�a�tman au�er acht, da� sich der De�nitionsbereich des Modells auf den ersten Quadrantenbeschr�anken m�u�te (siehe die Deutung in Beispiel 2.8), so verbleibt noch die Fl�ache unter-halb der x1{Achse und rechts der Kurve F . Die dort verlaufenden Bahnen n�ahern sich aberkeinem Attraktor, sie sind f�ur t!1 nicht beschr�ankt.5 Ebene Systeme, VermischtesWir sprechen von einem ebenen System, wenn der Phasenraum unseres dynamischen Systemseine Teilmenge des IR2 ist. Ebene Systeme nehmen innerhalb der dynamischen Systeme eineSonderstellung ein. Das liegt zum einen daran, da� dies die einzigen Systeme sind, derenPhasenraum eine gewisse Reichhaltigkeit aufweist, ohne un�ubersichtlich zu werden; im IR istder Phasenraum nur ein Intervall, im IRn mit n > 2 dagegen mu� man bei der Visualisierungschon auf Projektionen zur�uckgreifen, der gesamte Raum l�a�t sich nicht befriedigend dar-stellen. Zum anderen ist diese Sonderstellung aber auch darin begr�undet, da� ebene Systemegewisse \sch�one" Eigenschaften zeigen, die man f�ur Systeme h�oherer Dimension nicht all-gemein nachweisen kann. Zum Beispiel trennen periodische Orbits den Phasenraum in zweiinvariante Mengen, was f�ur die Bedeutung dieses L�osungstyps wichtige Konsequenzen hat.Negativ ist freilich zu verbuchen, da� man bei der Analyse ebener Systeme manche Ph�ano-mene �ubersehen kann, die dann vielleicht bei einem \gr�o�eren" Modell pl�otzlich auftauchen.Man sollte sich der besonderen Einschr�ankung stets bewu�t bleiben, die man vornimmt,wenn man ein System auf zwei (oder gar eine) Dimension reduziert.Wir starten zun�achst mit den prototypischen Phasenportr�ats f�ur isolierte Gleichgewichts-punkte in ebenen linearen Systemen: Diese Bilder bieten einen guten Grundstock auch f�urdas Verst�andnis h�oherdimensionaler Systeme und im hyperbolischen Fall sogar nichtlinearerSysteme.Satz 5.1 Im linearen ebenen System_x1 = a11x1 + a12x2_x2 = a21x1 + a22x2 (16)ist bei regul�arer Systemmatrix A der Nullpunkt der einzige Gleichgewichtspunkt. Seien �1und �2 die Eigenwerte von A. Dann ist der Gleichgewichtspunkt1) ein stabiler Knoten, wenn beide �i negativ sind. Man kann noch die folgenden F�alleunterscheiden:1.a) �1 6= �2, Abbildung 3 14



1.b) �1 = �2, und der Eigenraum ist zweidimensional, Abbildung 41.c) �1 = �2, und der Eigenraum ist eindimensional, Abbildung 52) ein stabiler Strudelpunkt, wenn �1 = �+ i� mit � < 0 und � 6= 0, Abbildung 63) ein Wirbelpunkt, wenn �1 = i� mit � 6= 0, Abbildung 7 (Achtung, nicht-hyperbolischerFall!)4) ein Sattelpunkt, wenn eines der �i negativ ist und eines positiv, Abbildung 85) ein instabiler Knoten, wenn beide �i positiv sind. Man kann dieselben F�alle wie bei 1)unterscheiden und erh�alt bis auf die Orientierung der Bahnen dieselben Phasenportr�ats.6) ein instabiler Strudelpunkt, wenn die Voraussetzungen von 3) mit � > 0 gelten; dieOrientierung der Bahnen im Phasenportr�at kehrt sich wieder um.Die Abbildungen sind f�ur die jeweiligen F�alle repr�asentativ, wenn man sich alle Portr�ats zu-sammengefa�t denkt, die topologisch �aquivalent sind und noch gewisse st�arkere geometrischeGemeinsamkeiten aufweisen. (Beim Knoten vom Typ a) zum Beispiel schneiden sich zweiinvariante Geraden im Gleichgewichtspunkt, alle �ubrigen Phasenkurven biegen sich zu einerder Geraden hin.) Dieser Begri� der �Aquivalenz wird intuitiv gebraucht, seine Pr�azisierungist problematisch (s.u.).Im Sinne der topologischen �Aquivalenz lassen sich nicht mehr alle aufgef�uhrten F�alle unter-scheiden, und es bleibt nur die gr�obere Einteilung in stabile Knoten (entspricht 1) oder 2)),instabile Knoten (entspricht 5) oder 6)), Sattelpunkte (entspricht 4)) und Wirbelpunkte(entspricht 3)).Der Wirbel ist dabei als nicht-hyperbolischer Punkt strukturell nicht stabil (vgl. Satz 3.6),man beachte aber die Bemerkungen zur strukturellen Stabilit�at weiter unten.
Abbildung 3: Knoten, Typ a) Abbildung 4: Knoten, Typ b)15



Abbildung 5: Knoten, Typ c) Abbildung 6: Strudelpunkt
Abbildung 7: Wirbelpunkt Abbildung 8: SattelpunktTats�achlich hat man damit auch schon die hyperbolischen GleichgewichtspunktenichtlinearerSysteme verstanden, denn es gilt weiterhin:Satz 5.2 Sei x̂ Gleichgewichtspunkt des von f induzierten dynamischen Systems und seidie Jacobimatrix Df (x̂ ) regul�ar. Dann ist auch hier der Gleichgewichtspunkt isoliert.Wenn der Punkt dar�uberhinaus hyperbolisch ist, also Df (x̂ ) kein Paar rein{imagin�arer Ei-genwerte besitzt, ist das Phasenportr�at nahe x̂ lokal topologisch �aquivalent zu dem Portr�atdes linearisierten Systems _x = Df (x̂ )(x � x̂ ) (17)nahe x̂ . (Die erste Klammer rechterhand stellt das Argument von f dar, die zweite klammerteinen Faktor.) 16



L�a�t man in Satz 5.1 ein nichtlineares System zu und interpretiert �i als die Eigenwerteder Jacobimatrix Df (x̂ ), so bleibt mit Ausnahme des Wirbels die Einstufung der Gleichge-wichtspunkte richtig. �Uber die topologische �Aquivalenz hinaus sind also die Phasenportr�atsnahe x̂ im Sinne von Satz 5.1 �aquivalent zu den abgebildeten, wenn man allerdings gewissenichtlineare Verbiegungen in Kauf nimmt.Einen Gleichgewichtspunkt, dessen Phasenportr�at lokal topologisch �aquivalent zu dem des(linearen) Wirbels ist, bezeichnet man auch im nichtlinearen Fall als Wirbelpunkt. In soeinem Punkt sind zwar die Eigenwerte der Jacobimatrix rein{imagin�ar, man kann jedochumgekehrt aus diesem Umstand nicht auf das Vorliegen eines Wirbels schlie�en.Es ist in der Praxis sehr �ublich, mit der feineren Gliederung der Gleichgewichtspunkte zuarbeiten; man w�unscht vor allem zwischen Knoten und Strudeln zu unterscheiden. In einemkonkreten Modell w�urde man zum Beispiel bei einem Strudel Schwingungen beobachten,w�ahrend im Falle eines Knotens keine Schwingungen auftreten. Auch in einer Verzweigungs-analyse (De�nition folgt) kann es wichtig werden, zwischen Knoten und Strudeln zu unter-scheiden, da die ersteren mit der sogenannten station�aren Verzweigung assoziiert sind, dieletzteren aber mit der sogenannten Hopf{Verzweigung. (Beides wird in Abschnitt 6 de�niert,ohne aber den angedeuteten Zusammenhang zu vertiefen.) Allgemein geben wir zu, da� derBegri� der topologischen �Aquivalenz f�ur die Praxis manchmal nicht streng genug ist.Eine Pr�azisierung des intuitiv eingef�uhrten �Aquivalenzbegri�s ist allerdings nicht unpro-blematisch, denn eigentlich gehen die F�alle teilweise ineinander �uber, weshalb man fastzwangsl�au�g wieder auf den Begri� der topologischen �Aquivalenz st�o�t. Tats�achlich kann dieidealisierte Vorstellung, die man von den verschiedenen Phasenportr�ats hat, auch irref�uhrendsein: Betrachten Sie zur Illustration die Abbildungen 9, 10 und 11. Alle drei stellen Phasen-portr�ats von Knoten des Typs a) dar. (Im Gegensatz zu Abbildung 3 haben wir hier dieBahnen bis in den Gleichgewichtspunkt fortgesetzt, aber das sollte Sie nicht verwirren.) Nurdas mittlere Bild entspricht eigentlich der idealisierten Vorstellung, die man sich von diesemTyp des Knotens macht. Das rechte Bild �ahnelt weitaus eher dem Bild des Knotens vomTyp c), w�ahrend das linke Bild v�ollig fremdartig wirkt. (Die Bahnen tre�en �ubrigens nichtau�erhalb der 0 auf die x1{Achse, wie es den Anschein hat.) Die groben Unterschiede derPhasenportr�ats werden verursacht durch die unterschiedlichen Gr�o�enverh�altnisse der bei-den Eigenwerte: Bei Abbildung 9 verhalten Sie sich wie 10:400, bei Abbildung 10 wie 10:40,bei Abbildung 11 wie 10:11.Eine gute Illustration f�ur Satz 5.2 bietet uns das Phasenportr�at aus Abschnitt 1:Beispiel 5.3 Die Gleichgewichtspunkte aus Abbildung 1 sind wie folgt einzustufen: PunktA ist ein stabiler Knoten vom Typ a), die Punkte B und C sind Sattelpunkte, und D istein instabiler Strudel. Man erkennt recht gut die �Ahnlichkeit mit den Abbildungen diesesAbschnitts. Gleichzeitig wird auch sehr deutlich, da� man nur eine lokale �Aquivalenz mitPortr�ats linearer Systeme erwarten kann: In linearen Systemen k�onnten ja nicht einmalmehrere isolierte Gleichgewichtspunkte auftreten! (Warum ist das so?)17



Abbildung 9: Abbildung 10: Abbildung 11:Vom L�osungsverhalten in h�oherdimensionalen Systemen kann man sich noch eine gewisseVorstellung machen, wenn man sich den zugrundeliegenden IRn in invariante Unterr�aumezerlegt denkt und in Gedanken Phasenportr�ats der obigen Typen entsprechend kombiniert.Ein Beispiel f�ur das Phasenportr�at eines hyperbolischen Gleichgewichtspunktes im IR3 gibtAbbildung 12. Die Systemmatrix des zugrundeliegenden linearen Systems hat die Eigenwerte�0:2 und �0:1� i. Beachtet man nur die x3{Komponente der L�osungsbahnen, so bewegensie sich gleichm�a�ig auf die 0 zu (die der x1; x2{Ebene entspricht). Dies ist das Verhalten,das zu dem Eigenwert �0:2 geh�ort. Schaut man dagegen in Richtung der x3 Achse auf dasDiagramm, projiziert also die Bahnen auf die x1; x2{Ebene, so erkennt man das Verhalteneines Strudels, was den beiden anderen Eigenwerten entspricht, vgl. Abbildung 13.
Abbildung 12: 3{dim. Beispiel Abbildung 13: Blick entlang x3{AchseAus Anla� des Wirbelpunktes wollen wir hier noch einr�aumen, da� man eigentlich mit demBegri� der strukturellen Stabilit�at etwas di�erenzierter umgehen sollte; es kann n�amlichdurchaus vorkommen, da� bestimmte Strukturen des Modells strukturell instabile Systemegeradezu erzwingen. In einem Hamiltonschen System beispielsweise,_x1 = @H@x2 (x1; x2);18



_x2 = �@H@x1 (x1; x2); (18)sind alle isolierten Gleichgewichtspunkte Wirbel. (Pr�ufen Sie das f�ur den linearen Fall nach,indem Sie die Eigenwerte der Jacobimatrix berechnen!) Es ist typisch f�ur solche speziel-len Strukturen, da� sie, lax ausgedr�uckt, den wahrscheinlichen Fall (hier: Knoten, Sattel)unm�oglich machen und den unwahrscheinlichen Fall (hier: Wirbel) damit wahrscheinlich. Esw�are durchaus sinnvoll, den Begri� der strukturellen Stabilit�at dahingehend zu modi�zie-ren, da� nur solche St�orungen des Vektorfeldes zugelassen sind, die die spezielle Strukturder jeweiligen Problemklasse nicht zerst�oren. Innerhalb der Problemklasse der Hamilton-schen Systeme kann ein Wirbelpunkt dann sehr wohl in einem strukturell stabilen Systemauftauchen.Wir bleiben hier allerdings der Einfachheit halber bei der allgemeinen Fassung des Begri�saus Abschnitt 1. Bedenken Sie auch, da� die numerischen L�osungsverfahren, die Sie ver-wenden, h�au�g Vielzweckmethoden sein werden, die also auf die speziellen EigenschaftenIhrer Problemklasse gar nicht eingehen. Daher m�ussen Sie bei der numerischen Simulationdes Systems doch wieder mit St�orungen rechnen, die die spezielle Struktur des Problemszerst�oren.Um auf ebene Systeme zur�uckzukommen: Wie Guckenheimer und Holmes in [9, sections 1.8and 1.9] anmerken, lassen sich zu diesem Thema tats�achlich Tausende von Seiten f�ullen. Weran den speziellen Eigenschaften dieser Systeme (auch aus theoretischer Sicht) interessiertist, der halte sich bitte an die im angegebenen Buch genannten Quellen. (Guckenheimer undHolmes pr�asentieren auch selbst schon einiges.) Stellvertretend f�ur viele (meist nicht so leichtnachvollziehbare) Resultate zitieren wir abschlie�end den ber�uhmtenSatz 5.4 (Poincar�e{Bendixson) In einem ebenen System ist jede nichtleere Limesmenge,die keine Fixpunkte enth�alt, ein geschlossener Orbit.6 Parameterabh�angige Systeme, VerzweigungWir f�uhren nun sichtbar Parameter in unser dynamisches System ein, ersetzen also (1) durch_x = f (x ; s); x 2 IRn; s 2 IRm (19)wobei s einen Satz von m Parametern repr�asentiert. Nat�urlich k�onnen sich auch schon in (1)Parameter verbergen. Was uns dazu veranla�t, sie hier explizit aufzuf�uhren, ist der Wunsch,sie zu variieren und das System gezielt f�ur verschiedene benachbarte Parameterkonstella-tionen zu untersuchen. Wir setzen dabei voraus, da� f in \vern�unftiger" Weise, n�amlichwiederum stetig di�erenzierbar, von den Parametern abh�angt. Bei der analytischen Behand-lung von Verzweigungen wird man �ublicherweise noch strengere Regularit�atsvoraussetzungen19



an f stellen, etwa zweimalige oder dreimalige stetige Di�erenzierbarkeit bez�uglich aller Ar-gumente (je nach Verzweigungstyp), um gewisse Verzweigungen nachzuweisen. Das sind aberAnnahmen, die den Praktiker f�ur gew�ohnlich nicht aus der Ruhe bringen k�onnen.In den meisten F�allen ist ein einzelner Parameter von Interesse. Stellen wir uns vor, wir habennur einen freien Parameter s und bei s = s0 einen hyperbolischen Gleichgewichtspunkt x 0von (19). Nach De�nition und Satz 3.6 bzw. nach dem Satz �uber implizite Funktionen erwar-ten wir nun, da� wir f�ur benachbarte s ebenfalls einen hyperbolischen Gleichgewichtspunktx (s) in der N�ahe von x 0 �nden. Fa�t man alle diese benachbarten Gleichgewichtspunkte zu-sammen, so erh�alt man eine Kurve im Raum aller (x ; s) 2 IR(n+1). (Bei mehrdimensionalenParameters�atzen erhielte man Fl�achen.) Solche Kurven von Gleichgewichtspunkten werdenauch Pfade genannt. Im Zusammenhang mit Verzweigung nennt man sie L�osungs�aste. DerBegri� des L�osungsastes wird auch allgemeiner verwendet, etwa f�ur periodische Orbits.Bei der Visualisierung der Pfade tr�agt man f�ur gew�ohnlich einen eindimensionalen Vertretervon x , etwa eine geeignete Komponente des Vektors oder seine 2{Norm, gegen einen frei vari-ierenden Parameter ab. Diese Darstellungsweise wird uns wieder im Verzweigungsdiagrammbegegnen.Startet man auf einem Punkt eines L�osungspfades und berechnet davon ausgehend weiterePunkte f�ur andere Parameterwerte, so spricht man von Pfadverfolgung. Es gibt gute Gr�unde,um Pfade zu verfolgen, und es gibt daf�ur spezialisierte Software. Ein m�oglicher Grund istzum Beispiel der, da� die L�osungen eines Pfades sich nur f�ur bestimmte Prameterwerte leicht�nden lassen, f�ur andere dagegen nur schwer, ein anderer Grund ist der, da� die L�osungeneines bestimmten Astes f�ur das vorliegende Modell eine besondere Bedeutung haben undda� ihre Lage und Stabilit�at bei Parametervariation �uberpr�uft werden soll.Der Begri� der Verzweigung nun ist nicht vereinheitlicht, es gibt jedoch gewisse Ph�anomene,die er in allen seinen Fassungen beinhaltet. Wir de�nieren hier in �Ubereinstimmung mitunserer De�nition der strukturellen Stabilit�at:De�nition 6.1 Verzweigung �ndet in dem durch (19) de�nierten System bei dem Parame-tervektor ŝ statt, wenn das System dort strukturell instabil ist und diese Instabilit�at sich durchParametervariation bemerkbar macht. Etwas formaler geschrieben bedeutet das, da� es einh 2 IRm gibt, so da� f�ur hinreichend kleine " > 0 der gest�orte Parametersatz s(") = ŝ + "him zul�assigen Parameterbereich bleibt, w�ahrend das von f (�; s(")) induzierte dynamischeSystem nicht topologisch �aquivalent ist zu dem von f (�; ŝ) induzierten. Parameter, derenVariation Verzweigung hervorruft, werden auch Verzweigungsparameter genannt. Wenn dasjeweilige Verzweigungsph�anomen haupts�achlich einen Gleichgewichtspunkt x̂ und gewisse be-nachbarte Orbits betri�t, so nennt man den Punkt (x̂ ; ŝ), der gewisserma�en das Zentrumder Verzweigung darstellt, den Verzweigungspunkt.Verzweigung kann von sehr praktischem Interesse sein: In vielen F�allen ergibt sich ein Ver-zweigungsparameter ganz nat�urlich aus dem Modell. Beachten Sie zur Illustration das vonMises{Stabwerk aus Beispiel 2.5: O�ensichtlich stellt die Last einen Verzweigungsparameter20



dar, denn bei einem bestimmtenWert wird die obere Gleichgewichtslage instabil werden, unddas Stabwerk wird nach unten knicken. Dieses Beispiel ist sehr typisch f�ur die Praxis, dennVerzweigung macht sich h�au�g dadurch bemerkbar, da� bei Parametervariation eine stabileGleichgewichtsl�osung instabil wird und im Wechsel eine andere L�osung stabil. Meistens istdas ein unerw�unschter E�ekt, aber man kann ihn auch ausnutzen, um komplizierte L�osun-gen zu �nden, indem man bei einfacheren L�osungen startet, den L�osungsast verfolgt und ineinem geeigneten Verzweigungspunkt auf den neuen Ast komplizierterer L�osungen wechselt.Auch daf�ur gibt es spezielle Software (z.B. das in Abschnitt 2 erw�ahnte Paket AUTO).Zur Visualisierung von Verzweigung greift man wieder die obige Idee des Diagramms f�urL�osungspfade auf:De�nition 6.2 In einem Verzweigungsdiagramm tr�agt man einen eindimensionalen Ver-treter von x , etwa eine geeignete Komponente des Vektors oder seine 2{Norm, gegenden (bzw. einen geeigneten) Verzweigungsparameter ab. Diese beiden Koordinaten werdenso ausgew�ahlt, da� sich die an der interessierenden Verzweigung beteiligten verschiedenenL�osungs�aste unterscheiden lassen und da� getrennte L�osungs�aste sich m�oglichst nicht schein-bar schneiden. Oft dient das Verzweigungsdiagramm der Darstellung einer einzigen Ver-zweigung, manchmal kann es aber der Darstellung mehrerer (zusammenh�angender) Verzwei-gungen dienen. Ein Verzweigungsdiagramm erhebt in der Regel keinen Anspruch auf dievollst�andige Zergliederung des Phasenraums oder auch nur die Au��uhrung aller �Aste speziel-ler L�osungen. Es wird allerdings versucht, alle an der Verzweigung (bzw. den Verzweigungen)beteiligten �Aste in der N�ahe der Verzweigung(en) darzustellen.Es sollte klar sein, da� ein Verzweigungsdiagramm in praxi keine Phasenportr�ats ersetzenkann, denn f�ur jeden Parameterwert bleibt zur Darstellung des Phasenraumes schlie�lich nureine Komponente �ubrig. Es ist aber auch nicht �ublich, den Begri� wie etwa beim Phasen-portr�at in einer idealisierten Weise zu verwenden. Ein Verzweigungsdiagramm soll Aufschlu��uber die Art einer Verzweigung, �uber kritische Parameterwerte und in begrenztem Umfang�uber die Lage von L�osungs�asten geben; mehr wird nicht erwartet.Beispiel 6.3 Abbildung 14 ist ein mit AUTO erzeugtes Verzweigungsdiagramm des R�auber{Beute{Modells aus Beispiel 2.8. Die horizontale Achse entspricht dem Parameter �. Durchge-zogene Linien repr�asentieren asymptotisch stabile Gleichgewichtspunkte, gestrichelte Linienrepr�asentieren instabile Gleichgewichtspunkte. Die Kurve mit den fetten Punkten repr�asen-tiert stabile periodische Orbits. An der vertikalen Achse ist im Falle der Gleichgewichtspunktex1 abzulesen, im Falle der periodischen Orbits max(x1).Nehmen wir dieses Beispiel zun�achst zum Anla�, um den Zusammenhang zwischen Ver-zweigungsdiagrammen und Phasenportr�ats zu verdeutlichen: Jeder senkrechte Schnitt inAbbildung 14 entspricht einem vollen Phasenportr�at des Systems zu dem jeweiligen Para-meterwert. Das Phasenportr�at zu � = 0:7 haben wir schon in Abbildung 1 kennengelernt.Verfolgen wir den zugeh�origen Schnitt durch das Verzweigungsdiagramm, so tre�en wir f�unfL�osungs�aste: Auf dem untersten Ast liegt Gleichgewichtspunkt A (Bezeichnung aus Abbil-dung 1), auf dem zweiten Ast liegt Punkt B, auf dem dritten Punkt D, der vierte (fett21
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Abbildung 14: Verzweigungsdiagramm zu Beispiel 2.8gepunktete) Ast repr�asentiert den Grenzzyklus E, und auf dem obersten Ast liegt C. (Mankann sich streiten, ob der letzte Ast nicht mit dem zweiten identisch ist.)Das Verzweigungsverhalten des R�auber{Beute{Modells kann man nun wie folgt beschreiben:Startet man mit � = 0, so wird man nach einer Einschwingphase den mit 9 markiertenGleichgewichtspunkt beobachten. Bei Vergr�o�erung des Parameters wird man sich zun�achstimmer wieder auf den anschlie�enden Ast asymptotisch stabiler Gleichgewichtsl�osungen ein-pendeln. Es gibt zwar gleichzeitig zwei weitere �Aste von Gleichgewichtspunkten, aber diedarauf liegenden L�osungen sind instabil.Bei dem zu 2 geh�orenden Parameterwert kommt ein weiterer L�osungsast ins Spiel. (Rech-nerisch war dieser Ast schon vorher vorhanden, die L�osungen waren aber wegen x1 < 0 imRahmen des Modells nicht sinnvoll.) Der neue Ast schneidet den Ast der \trivialen L�osung"x � 0 im Verzweigungspunkt 2. Dabei wird die triviale L�osung stabil. Erh�oht man denParameter � weiterhin behutsam, so wird man dennoch weiter auf dem von 9 ausgehendenL�osungsast bleiben, da er nach wie vor asymptotisch stabile L�osungen enth�alt.Das �andert sich allerdings im Verzweigungspunkt 8. Hier wird der urspr�ungliche Ast vonGleichgewichtspunkten instabil, w�ahrend in unmittelbarer N�ahe ein Ast anziehender pe-riodischer Orbits entsteht. Man wird beobachten, da� nun bei wachsendem � das Systemzunehmend zu schwingen beginnt. Pr�aziser: Die Bahnen werden nicht mehr auf einen Gleich-gewichtspunkt zulaufen, sondern auf einen zun�achst sehr kleinen Grenzzyklus. Die periodi-schen Orbits gewinnen mit weiter wachsendem � an Umfang:W�ahrend max(x1) sich dem von22



6 ausgehenden Ast von Gleichgewichtspunkten n�ahert (was man im Verzweigungsdiagrammsieht), n�ahert sich min(x1) der trivialen L�osung | was man im Diagramm nicht sieht; solcheDetails bleiben Phasenportr�ats vorbehalten. In Abbildung 1 erkennt man, da� der Grenz-zyklus E f�ur � = 0:7 den Punkten B und C schon recht nahe ist. Der Einzugsbereichbildet oberhalb und links dieses Orbits nur noch eine schmale Schicht. (Das bedeutet, da�eine kr�aftigere St�orung der periodischen Bewegung das System schon zur trivialen L�osungwechseln lassen kann.)Im 15/16/17 markierten Punkt des Verzweigungsdiagramms wird aus den periodischen Or-bits ein heteroklinischer Orbit, der die beiden eben genannten L�osungs�aste verbindet. Manstelle sich dazu vor, da� sich in Abbildung 1 die von B und C nach oben f�uhrenden gestrichel-ten Kurven tre�en und zu einer Kurve werden, die B und C verbindet, w�ahrend gleichzeitigE mit dieser Kurve und dem Achsenabschnitt zwischen B und C verschmilzt. (Das ist demVerzweigungsdiagramm nicht zu entnehmen; man erkennt nur, da� die periodischen Orbitssich mit einem Ast von Gleichgewichtspunkten tre�en.)Bei weiterer Erh�ohung von � verschwinden die periodischen Orbits endg�ultig, und der einzig�ubrige Attraktor ist die triviale L�osung. Alle Bahnen werden also dann gegen diesen Gleich-gewichtspunkt konvergieren. Was man dem Verzweigungsdiagramm wieder nicht ansieht ist,da� die in Abbildung 1 von B und C nach oben zeigenden gestrichelten Kurven nach dervor�ubergehenden Verschmelzung �ubereinander hinweg gewandert sind. Die von B nach obenzeigende Kurve f�uhrt jetzt in den instabilen Strudel, w�ahrend die von C nach oben zeigendeKurve �uber den Strudel hinweg in die triviale L�osung f�uhrt. Bei weiterer Erh�ohung von �werden die Punkte B und C aufeinander zuwandern, bis sie sich schlie�lich tre�en und beideverschwinden. (Das sieht man wieder an dem Vezweigungsdiagramm.)Die wesentlichen Beobachtungen lassen f�ur das Modell folgende Deutung zu: Bei niedrigerFischfangquote stellt sich ein Gleichgewicht zwischen Haien und Beute�schen ein, das beiErh�ohung der Fischfangquote an einem kritischen Wert durch eine periodische Oszillationabgel�ost wird. Die zun�achst kleinen Oszillationen nehmen bei weiterer Erh�ohung der Quotezu, bis bei einem weiteren kritischen Wert der Quote Haie und Beute�sche ganz aussterben.Der �uberm�a�ige Fischfang ist ihnen schlie�lich zum Verh�angnis geworden.(Unsere Argumentation setzt voraus, da� das Verzweigungsdiagramm alle m�oglichen Limes-mengen des Phasenraums enth�alt. In diesem Falle tri�t das auch zu. Im allgemeinen wirdman aufgrund von Verzweigungsdiagrammen das Verhalten eines Systems nur bedingt vor-hersagen k�onnen.)Zum Abschlu� f�uhren wir anhand des Diagramms aus Abbildung 14 noch kurz die g�angigstenVerzweigungstypen ein: Die folgenden Begri�e setzen voraus, da� man wie hier mit einemeinzelnen Verzweigungsparameter arbeitet.� Punkte wie 5, in denen ein L�osungsast mit einer senkrechten Tangente \umschl�agt",werden Umkehrpunkte genannt. Umkehrpunkte werden nicht �uberall als Verzweigungs-punkte angesehen, nach unserer De�nition sind sie es aber.23



� Verzweigungspunkte wie 2 oder 4, in denen sich zwei �Aste von Gleichgewichtspunktentransversal (also mit nicht{parallelen Tangenten) schneiden, hei�en station�are Ver-zweigungspunkte. Man unterscheidet zwischen Pitchfork{Verzweigung (einer der �Asteschl�agt im Verzweigungspunkt mit senkrechter Tangente um) und transkritischer Ver-zweigung (keiner der �Aste hat im Verzweigungspunkt eine senkrechte Tangente). Imtranskritischen Fall geht die Stabilit�at im Verzweigungspunkt vom einen auf den an-deren Ast �uber, im Pitchfork{Fall mu� man zur Analyse die Lage des umschlagendenAstes ber�ucksichtigen.� Bei Verzweigungspunkten wie 8, in denen ein Ast von periodischen Orbits auf einenAst von Gleichgewichtspunkten tri�t, spricht man von Hopf{Verzweigung. Ob die ab-zweigenden periodischen Orbits selbst stabil sind oder nicht, h�angt jeweils von der Lageihres Astes ab.Mit diesen Andeutungen beenden wir unseren Einstieg in die Welt der dynamischen Systeme.In den letzten zwei Abschnitten stellen wir die Aufgaben, die Sie bearbeiten sollen, und gebeneine kurze Einf�uhrung in die Software MATLAB und SIMULINK, die Sie dabei benutzen sollen.Wir w�unschen Erbauung und Erfolg!7 MATLAB und SIMULINKMATLAB, kurz f�ur Matrix Laboratory, ist eine interaktive Software f�ur numerisches Rech-nen und die Visualisierung von Ergebnissen. Die Befehlssyntax ist eigens auf die bequemeManipulation von Vektoren und Matrizen zugeschnitten. Urspr�unglich als Ober
�ache f�urnumerische lineare Algebra erdacht, ist MATLAB inzwischen weit �uber diese Disziplin hinaus-gewachsen und bietet eine F�ulle numerischer Algorithmen teils als eingebaute Funktionen,teils in sogenannten Toolboxen an.MATLAB wird durch den Befehl matlab auf Betriebssystemebene gestartet. Es macht sichdurch den Prompt >> bemerkbar. Zum Beenden des Programms geben Sie quit ein. MATLABpu�ert Bildschirmeingaben und erlaubt, sie mit Hilfe der Pfeiltasten \zur�uckzuholen". WennSie die Bearbeitung von MATLAB{Befehlen abbrechen wollen, so k�onnen Sie das mit der Ta-stenkombination Ctrl-C.In MATLAB wird per Gleichheitszeichen zugewiesen. Die h�au�gsten Datentypen sind gan-ze Zahlen und Flie�kommazahlen, die in der �ublicher Weise eingegeben werden; m�oglicheDarstellungen von 1=1000 sind beispielsweise .001 oder 1e-3. Matrizen werden zeilenweiseeingegeben und durch eckige Klammern begrenzt. Einzelne Elemente in einer Zeile werdendurch Leerzeichen oder Komma getrennt, die Zeilen selbst durch Semikolon. Bsp:A = [3. .001; 1e-3 3.14e5]; 24



weist der Variablen A die Matrix  3 10�310�3 3:14 � 105 !zu. Die Eingabe von Zeilenvektoren und Spaltenvektoren ergibt sich hieraus als Spezialfall.SIMULINK ist eine ganz in MATLAB integrierte GUI-orientierte Software zur Modellierung undSimulation dynamischer Systeme. Man startet sie vom MATLAB{Prompt aus durch Eingabedes Befehls simulink. SIMULINK scha�t sich ein eigenes Arbeitsfenster; das MATLAB{Fensterist nach kurzer Wartezeit wieder unabh�angig nutzbar.SIMULINKwird im Prinzip mit Hilfe von Men�ufunktionen und Mausoperationen bedient. Hatman jedoch numerische Werte in eine Maske einzutragen, so tut man das in MATLAB{Syntax.Um ein bestehendes SIMULINK{Modell zu bearbeiten, w�ahlt man es im Men�u File/Open...aus. Es �o�net sich darauf ein neues Modellfenster, das zum Schlie�en seinerseits einenMen�upunkt File/Close enth�alt. SIMULINK{Modelle werden als Blockschaltbilder aus vor-gefertigten Elementen zusammengesetzt. (Eigene Erg�anzungen sind allerdings m�oglich.) Mitden Bauelementen eines Schaltbildes sind h�au�g Daten oder Parameter verkn�upft. Man kannin diesem Falle durch Doppelklick auf das Symbol des Bauelements eine Eingabe- und An-zeigemaske f�ur die jeweiligen Werte aktivieren. F�ur unsere Aufgaben sind zwei Typen vonBauelementen besonders interessant:� Die Parameter unserer dynamischen Systeme verbergen sich hinter Verst�arkungsglie-dern (im Bild Dreiecke). Wir haben diese Glieder entsprechend beschriftet.� Die Anfangsbedingungen f�ur die Anfangswertaufgabe verbergen sich hinter Integrati-onsgliedern (im Bild Quadrate mit der Aufschrift 1/s).Die Simulation (also die numerische Berechnung der L�osung) wird gestartet mit demMen�upunkt Simulation/Start und abgebrochen mit Simulation/Stop, wenn sie nichtschon beendet ist. Verfahrensparameter lassen sich im Men�u Simulation/Parameters...ansehen und ver�andern. Hier ist nur bei einer der Aufgaben von Ihnen Aktivit�at gefordert.Sie k�onnen allerdings, wenn Ihnen das angenehm erscheint, in diesem Men�u die Stop Timeauf einen niedrigeren Wert setzen; anfangs enthalten unsere Modelle dort einen hohen Wert,so da� man die Simulation stets per Hand beenden mu�. Wenn Sie beim ersten Simulations-lauf f�ur ein Modell eine Gra�k vermissen, ziehen Sie das sichtbare Gra�kfenster zur Seite;SIMULINK positioniert unter Umst�anden alle Gra�ken �ubereinander.Wenn man mehrere Simulationsl�aufe nacheinander startet, emp�ehlt es sich, zur bequemerenArbeit die Gra�kfenster und das Modellfenster so zu positionieren, da� sie sich nicht �uberlap-pen. Verkleinern Sie gegebenenfalls das Modellfenster; wenn dadurch wichtige Bauelementeunsichtbar werden, korrigieren Sie den E�ekt mit Hilfe der Scrollbar. Widerstehen Sie derVersuchung, die Gra�kfenster nach der Simulation zu schlie�en (oder gar zur Beendigungder Simulation zu verwenden): Bei einem neuen Simulationslauf l�oscht SIMULINK die altenGra�ken selbst�andig und beh�alt die Gr�o�e und Position der Fenster bei!25



8 AufgabenZur Bearbeitung der Aufgaben besorgen Sie sich zuallererst einen Rechnerplatz und infor-mieren Sie sich �uber den Anmeldevorgang und Ihr Arbeitsverzeichnis f�ur dieses Praktikum.Das Verzeichnis enth�alt vorgefertigte Funktionen und Modelle f�ur die folgende Aufgaben. Eswird daher das einfachste sein, MATLAB und SIMULINK von dort aus zu starten. Beachten Siebitte auch die Hinweise aus Abschnitt 7!Aufgabe 1 Starten Sie von der MATLAB{Kommandozeile aus die Funktion harmosc. Die-se Funktion erzeugt interaktiv Phasenkurven f�ur den ged�ampften harmonischen Oszillator(Beispiel 2.1) bei der Grundfrequenz !0 = 1.a) Erzeugen Sie Phasenportr�ats f�ur je einen Wert des D�ampfungsparameters � im schwachged�ampften Fall 0 < � < 1 und im �uberd�ampften Fall � > 1 sowie je eines f�ur denunged�ampften Fall � = 0 und f�ur den aperiodischen Grenzfall � = 1.b) Klassi�zieren Sie mit Hilfe der Phasenportr�ats jeweils den Gleichgewichtspunkt desSystems. �Uberpr�ufen Sie die Klassi�zierung rechnerisch.Aufgabe 2 Starten Sie von der MATLAB{Kommandozeile aus die Funktion doedel. DieseFunktion erzeugt interaktiv Phasenkurven f�ur Doedels R�auber{Beute{Modell (vgl. Beispiele2.8 und 6.3). Erzeugen Sie ein m�oglichst vollst�andiges Diagramm f�ur einen oder mehrere derfolgenden �{Werte:0:4; 0:6�; 0:65; 0:68; 0:7080680�; 0:75; 0:8219044�; 0:8329293� ; 0:9:Die mit Stern gekennzeichneten Werte entsprechen Verzweigungspunkten und sind daher vorallem abenteuerlustigeren Naturen zu empfehlen.Versuchen Sie jeweils, die Form und Lage fehlender Bildelemente (z.B. instabile Gleich-gewichtspunkte, trennende Kurven zwischen Einzugsbereichen) zu erraten. W�ahlen Sie dieFenstergr�o�e so, da� alle interessanten Ph�anomene im Bild sind. Ber�ucksichtigen Sie daf�urggf. auch die F�alle x1 < 0 und x2 < 0. (Hinweis: Ziehen Sie zum Vergleich die Abbildungen1 und 14 heran.)Aufgabe 3 Das SIMULINK{Modell LotkaVolterra.m stellt die Lotka{Volterra{Gleichungenaus Beispiel 2.4 f�ur die feste Parameterkombination� = 0:25; � = 0:01; 
 = 1; � = 0:01dar. Die Integrationsglieder f�ur x1 und x2 sind auf die Startwertex1(0) = 80; x2(0) = 25voreingestellt. Die Simulation erzeugt in einem Gra�kfenster eine Phasenkurve.26



a) Die Gleichungen besitzen einen Gleichgewichtspunkt mit x1 > 0 und x2 > 0. Geben Siediesen Punkt ohne Zuhilfenahme des Rechners an.b) Starten Sie die Simulation f�ur verschiedene Startwerte von x1, w�ahrend Sie den vor-eingestellten Wert f�ur x2 beibehalten. (Hinweis: Entfernen Sie sich nicht zu weit vonder 80, sonst sind die Bahnen im Gra�kfenster nicht sichtbar!) W�ahlen Sie daf�ur imMen�u Simulation/Parameters... das Runge{Kutta{Verfahren der Ordnung 5 bei ei-ner Toleranz von 10�7 (also 1e-7). Beschreiben Sie die Phasenkurven und charakteri-sieren Sie daraufhin den Gleichgewichtspunkt.c) Stellen Sie nun wieder den Startwert x1(0) = 80 ein. W�ahlen Sie das Euler{Verfahrenbei einer Toleranz von 10�3 (also 1e-3). Welche �Anderung beobachten Sie? Ist diese�Anderung wesentlich und warum?d) Welche Eigenschaft des dynamischen Systems k�onnte diese Abh�angigkeit von der Qua-lit�at des gew�ahlten Verfahrens beg�unstigen? Ist diese Eigenschaft hier zu erwarten undwenn ja, warum?Aufgabe 4 Das SIMULINK{Modell VanderPol.m repr�asentiert die Van der Pol'sche Glei-chung in ihrer Li�enard'schen Darstellung (vgl. Beispiel 2.6) f�ur 
 = 5. Suchen Sie dasVerst�arkungsglied, das den Parameter lambda enth�alt. Starten Sie die Simulation f�ur ver-schiedene Parameterwerte mit �0:1 � � � 0:1:Das Modell erzeugt bei der Simulation zwei Gra�ken, einen Plot der Koordinaten �uber derZeit und eine Phasenkurve.a) Wieviele Arten von wesentlich verschiedenen (also nicht topologisch �aquivalenten) Pha-senportr�ats beobachten Sie? Beschreiben Sie die verschiedenen Bilder. Versuchen Sie,f�ur die Limesmengen die passenden Bezeichnungen zu �nden.b) Grenzen Sie ungef�ahr die Parameterbereiche ein, die zu den verschiedenen Portr�atsgeh�oren.c) Welche Art von Verzweigung ist vermutlich am Werk? W�ahlen Sie einen Namen ausAbschnitt 6 und begr�unden Sie Ihre Wahl.Aufgabe 5 Eine typische Parameterkombination f�ur die Lorenz{Gleichungen aus Beispiel2.7, die der urspr�unglich von Lorenz gew�ahlten sehr nahe kommt, ist durch� = 10; � = 83 ; � = 28gegeben. Das SIMULINK{Modell Lorenz.m stellt die Gleichungen dar. Die Parameter betaund rho sind mit den genannten Werten vorbelegt. �O�nen Sie das Modell und suchen Sie dasVerst�arkungsglied mit dem Parameter sigma. Probieren Sie die folgenden Werte f�ur sigmaaus, ohne die �ubrigen Parameter zu ver�andern:0:05; 0:1; 0:25; 1; 3; 3:42; 3:43; 4:5; 5:7; 5:8; 10; 17; 19; 50; 70; 150:27



( �Andern Sie vorsichtshalber auch keine weiteren Voreinstellungen des Modells, damit sich diegew�unschten E�ekte nicht verschieben.) Starten Sie f�ur die angegebenen Werte jeweils dieSimulation und beenden Sie sie erst, wenn Sie sicher sind, das Verhalten der L�osung richtigerkannt zu haben. Das Modell erzeugt zwei Gra�ken, einen Plot der Koordinaten �uber derZeit und zur Darstellung der Phasenkurve einen Plot von x3 gegen x2.a) Erkl�aren Sie zuerst, wieso sich im x2; x3{Plot die Phasenkurve selber schneidet. Solltedas nicht gem�a� Satz 1.4 ausgeschlossen sein?b) Versuchen Sie, das L�osungsverhalten f�ur die einzelnen Parameterwerte zu beschreiben.In welcher Weise �andert es sich? Wo vermuten Sie Verzweigung?c) Der f�ur den Parameterwert 10 und Nachbarwerte auftretende Attraktor wird in derLiteratur als seltsamer Attraktor bezeichnet. W�urden Sie sich dieser Bezeichnung an-schlie�en wollen und wenn ja, warum?d) Halten Sie einen solchen Attraktor auch in einem ebenen System f�ur m�oglich? Be-gr�unden Sie Ihre Antwort.Literatur[1] Arnold, V.I.: Geometrical Methods in the Theory of ODE's. Springer: New York (1982).[2] Amann, H.: Gew�ohnliche Di�erentialgleichungen, Walter de Gruyter: Berlin (1983).[3] Arrowsmith, D.K., and Place, C.M.: Ordinary Di�erential Equations, Chapman andHall: London (1982).[4] Arrowsmith, D.K., and Place, C.M.: Dynamische Systeme, Spektrum: Heidelberg(1994).[5] Chow, S.N., and Hale, J.: Methods of Bifurcation Theory, Springer: New York (1982).[6] Doedel, E.J., et al.: AUTO 97; Continuation and Bifurcation Software for Or-dinary Di�erential Equations, Software{Manual, samt Software frei erh�altlich aufftp.cs.concordia.ca/pub/doedel/auto (1997).[7] Gilmore, R: Catastrophe Theory for Scientists and Engineers, Wiley: New York (1981).[8] Golub, G.H., and Ortega, J.H.:Wissenschaftliches Rechnen und Di�erentialgleichungen,Heldermann-Verlag: Berlin (1995).[9] Guckenheimer, J., and Holmes, P.: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, andBifurcations of Vector Fields, Springer: New York (2nd printing,1986).[10] Hale, J.K.: Ordinary Di�erential Equations, Wiley{Interscience: New York (1969).[11] Hartman, P.: Ordinary Di�erential Equations, Wiley and Sons: New York (1964).28
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