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FSM und Resolvente

06.02.2019, Institutsseminar
Notationen

X ... Banachraum
A: X — X .. (beschr.) lin. Op.
Xy ={zecX:|z| =1}

|A|l = sup,cy, ||Az|| ... Norm

v(A) = inf,cy, ||Az| ... "untere Norm"

v(A) >0 <= Ainjektiv& A(X) abgeschlossen
Ainvertierbar < v(A) > 0& v(A*) >0
A7 = 1/min(v(4),v(4"))

Seie > 0.

z € X1 heiRt Pseudo-Eigenvektor von A bzgl. A € C, falls ||(A — A)z|| < e.

A € C heilt Pseudo-Eigenwert von A, falls v(A — M) < e.

A € C heikt Pseudo-Spektralwert von A, falls 1/|/(A — M)~ !|| < e mit 1/00 := 0.
spec, (A) ... e-Pseudospektrum von A (Menge der e-Pseudo-Spektralwerte)

Unendliche Matrizen (beispielsweise)

X = *(2)
A € L(X) wird identifiziert mit Matrix (a;; ); jez

n € N.
P, € L(X) mit Poz = X{—n,. 0} T
Ay, := P, AP, |p,(x) .. n-te finite section von A

Lemma 1 (¢-Pseudo-EV von A = e-Pseudo-EV von A,,)
Sei A Bandoperator (Bandbreite w)und 1 < p < oo.
a)limsupv(A4,) < v(A)

o) lim inf [ 4, > A1

Beweis: a) Seip < ocound e > v(4).

Dann Jz € X, : ||Az| < e.

Furk = 1,2, ... setze x}, := HTlchPkw e Xi.

Wegen Pyz — x gilt xx —  und somit || Azi|| — ||Az| < €, d.h. ||Azy|| < e firalle k > ko. Fur

n > ko + w gilt dann sogar A, z, = P, APz, = Axy, und somitv(4,) < €.

b) Fiir 1 < p < oo bekommt man mittels a) v(A4,,) < v(A) und v(A%) < v(A*). Der Rest folgt aus
|A7Y|| = 1/ min(v(A),v(A4%)). B



Ab hier verzweigt sich der Vortrag in vier verschiedene Richtungen:
1. Zweig: lim sup || 4,,}|| = max(||A7},...)

¢ Fibonacci Hamiltonian Kurven von Jonas Sattler
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o lim sup(spec,(4,)) = spec.(A) U - --

e ".." = spectral pollution

2. Zweig: Lemma 1 firr p € {1, 00}
Xoo := {x € X : supp(x) beschrankt} = span{ey : k € Z},
X(] = ClOS(XO())

Betrachte nun alle A € L(X) mit A(Xy) C X,
= A(Xyp) C X

< Ae, € Xog, keZ

<= alle Spalten von (a;;) sind in X

Spater: analog fir A*, d.h. auch alle Zeilen von (a;;) sind in X

Fur Ao := A|x, : Xo — Xo kann man zeigen:
o || Aol| = [ Al (sup,cx, ||Az|| kann mit z in X, approx. werden )
e v(Ay) = v(A) (inf,cx, ||Az| kann mit z in X approx. werden )
o Ayinv. < Ainv.
« (Ao)7t=(4"")o
* [AgH = I(A")oll = A7

Dann wie im Beweis von Lemma 1 argumentieren aber mit A statt A.

3. Zweig: Umkehrung (endl. Pseudo-EV = unendl. Pseudo-EV)?

6,500



Antwort: Ja, z.B. wenn A diagonalenweise zuféllige Eintrage hat.

x sei endlicher Vektor.

Bei Fortsetzung durch Nullen auf unendl. Vektor Z und Anwendung von A darauf entstehen
Schnitteffekte (Fehler) an den Randern von x.

(= ||Az|| ist zu verschieden von || Apz||)

Idee: x erst mehrmals wiederholen und dann durch Nullen fortsetzen.

= besseres Verhaltnis Inhalt / Rand






v(AR") = v(A)

1(A5T)7H| < A7), analog mit —AT
spec. (A7) C spec.(4)

Lemma 1 funktioniert auch mit AP*" statt A,,.
Zusammen:

v(APr) — v(A)
(AP )7L — ||A7Y], analog mit —AT
spec, (AP") — spec,(A) (Hausdorff)

4. Zweig: Quantifizierung der Approximation von I/(A) durch finite sections

nachstes Mal



